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1 环和理想

1 环和理想

1.1 环和环同态

环和同态的定义可以参考任何一本抽象代数教材，Atiyah 书中的环特指交换幺环。只有一个元素
0 组成的环称为零环。

1.2 理想，商环

命题 1.1. 设 α 是环 A 的理想，则包含 α 的理想 β 与商环 A/α 的理想 β̄ 构成一一对应。

1.3 零因子，幂零元，可逆元

定义 1.2. 环 A 中的零因子是指整除 0 的因子 x，即存在 y 使得 xy = 0。没有 0 以外的零因子且元
素个数大于 1 的环称为整环。

定义 1.3. 环 A 中的可逆元 x 是指存在 y 使得 xy = yx = 1。环 A 中的可逆元全体构成交换群。

命题 1.4. A 是非零环，则以下命题等价：

• A 是域

• A 中除了 0 和 (1) 外没有别的理想

• 任意从 A 映入非零环的同态都是单的

1.4 素理想，极大理想

命题 1.5.

• p 是素理想当且仅当 A/p 是整环

• m 是极大理想当且仅当 A/m 是域

命题 1.6. 设 f : A→ B 是环的同态，则有 B 中的素理想的原像是素理想，但是这个结论对于极大理
想不成立。

证明. 设 q 是 B 中的素理想，若 ab ∈ f−1(q)，则 f(ab) = f(a)f(b) ∈ q，不妨 f(a) ∈ q，a ∈ q。

而对于非域的环到域的环同态（如 Z → Q），显然后者的极大理想为 0，而 0 显然不是前者的极
大理想。

定理 1.7. 每个非零环都有极大理想。

证明. 本定理是 Zorn 引理的应用。（设 P 为非空偏序集，若 P 中任何全序子集均在 P 中有上界，那
么 P 至少存在一个极大元）。

记 A 的所有不等于 (1) 的理想构成的集合为 Σ，包含关系是一个偏序关系，且显然每个链都有上
界，故有极大元。
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1 环和理想

推论 1.8. 对环 A 的任意非 (1) 的理想 a，存在包含 a 的极大理想。

证明. 对 A/a 使用上定理即可。

推论 1.9. 对任意不可逆元 x，存在包含 x 的极大理想。

证明. 事实上，(x) 是不含 1 的理想。

注 1.10.

• 对诺特环，可以避免使用佐恩引理

• 有的环恰有一个极大理想 m，这样的环称为局部环，域 k = A/m 称为同类余域。

命题 1.11. 设 A 是一个环，且 m 6= (1) 是 A 中这样一个理想，他使得 A − m 都由可逆元组成，则
A 是局部环，m 是他的极大理想。

证明. 事实上，非 (1) 的理想一定由不可逆元组成。

命题 1.12. 设 A 是环，m 是他的极大理想，且有 1 +m 都是可逆元，则 A 是局部环。

证明. 对任意 x /∈ m，由 x 和 m 共同生成 A，故存在 t ∈ m, y ∈ A，使得 xy + t = 1，故 xy ∈ 1 +m

可逆，从而 x 可逆。

定义 1.13. 有有限个极大理想的环称为半局部环。

1.5 小根和大根

命题 1.14. 环 A 的所有幂零元构成的集合 N 是一个理想，环 A/N 中没有非零幂零元。

证明. 若 x, y 是幂零元，则对任意 r，显然 rx 也是幂零元，而由二项式定理，x+ y 也一定是幂零元，
从而 N 是一个理想。

对 x ∈ A，若 x̄n = 0，则 xn ∈ N，从而 x ∈ N，即 x̄ = 0̄。

定义 1.15. 我们称 N 为理想 A 的小根 (nilradical)。

命题 1.16. A 的小根为所有素理想的交。

证明. 首先先证明对任意素理想 p 和任意幂零元 x，一定有 x ∈ p。

这是显然的，因为 x · x · · ·x = 0 ∈ p，由素理想的性质易得 x ∈ p。

如果 x 不是幂零元，用 Σ 表示一切具有性质：不包含 xn(n > 0) 的理想的集合，零理想显然在 Σ

中，由 Zorn 引理，Σ 有一个最大元 p。

对任意 a, b /∈ p，(a)+p不在 Σ中，故 ∃m,n使得 xm ∈ (a)+p, xn ∈ (b)+p，从而 xm+n ∈ (ab)+p，
故 ab /∈ p，这样，若 ab ∈ p，必然有 a ∈ p 或者 b ∈ p，从而 p 是素理想。

定义 1.17. A 的大根 (Jacobson radical) R 为所有极大理想的交。

命题 1.18. x ∈ R⇔ 对一切 y ∈ A，1− xy 都是可逆元。
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证明. ⇒: 若 1− xy 不可逆，则存在包含 (1− xy) 这个理想的极大理想 m，而 x ∈ m，有 xy ∈ m，从
而 1 ∈ m，矛盾。

⇐: 若 x ∈ m，m 是某个极大理想，则 x 和 m 生成 A，故存在 y ∈ A 和 t ∈ m 使得 t+ xy = 1，
从而 t 可逆，故 m = (1) 矛盾。

1.6 理想的运算

命题 1.19. 理想 a+ b 是包含两者的最小理想。

命题 1.20. 环 A 的理想关于包含关系构成完备格。

注 1.21. 设 < S,≤>是偏序集，若 S 中任意两个元素都存在上确界以及下确界，则称 S 是格（lattice），
为了方便，这样的格称为偏序格。

定理 1.22. 如果 a 和 b 是互素的，则有 a
⋂
b = ab

命题 1.23.

i) 设 p1, · · · , pn 是素理想，而 a 是含在
⋃n

i=1 pi 中的理想，则对某个 i 有 a ⊆ pi

ii)设 a1, · · · , an 是一些理想，p是包含
⋂n

i=1 ai 的素理想，那么对某个 i，ai ⊆ p，如果 p =
⋂n

i=1 ai，
那么对某个 i，ai = p

证明. 归纳即可。

定义 1.24. 理想的商 (quotient) 定义为 (a : b) = {x ∈ A|xb ⊆ a}，特别的，(0 : b) 称为理想 b 的零
化子 (annihilator)，记为 Ann(b)。如果 b 是主理想 (x)，(a : b) 也可记为 (a : x)。

习题 1.1

i) a ⊆ (a : b)

ii) (a : b)b ⊆ a

iii) ((a : b) : c) = (a : bc) = ((a : c) : b)

iv) (
⋂
ai : b) =

⋂
(ai : b)

v) (a : Σibi) =
⋂

i(a : bi)

定义 1.25. 设 a 是 A 中任意理想，它的根理想 (radical) 定义为集合

r(a) = {x ∈ A|xn ∈ a对某个n > 0成立}

考虑 A 到 A/a 的 standard homomorphism ϕ，有 r(a) = ϕ−1(RA/a)，从而 r(a) 是理想。

习题 1.2

i) r(a) ⊇ a

ii) r(r(a)) = r(a)

iii) r(ab) = r(a
⋂
b) = r(a)

⋂
r(b)

iv) r(a) = (1)⇔ a = (1)

v) r(a+ b) = r(r(a) + r(b))

vi) 如果p是素理想，那么r(pn) = r(p)对一切 n 成立（英文原版为 r(pn) = p）
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命题 1.26. 理想 a 的根是所有包含 a 的素理想的交。

证明. 1.16应用到 A/a 上。

注 1.27. 可以把根的定义扩张到任意集合 E，且有 r(
⋃
En) =

⋃
r(En)。

命题 1.28. 记 D =
⋃

x ̸=0 Ann(x)，则 D =
⋃

x ̸=0 r(Ann(x))，即 D = r(D)。

命题 1.29. 如果环 A 的理想 a, b 的根互素，则它们互素。

证明. 由习题 2，r(a+ b) = r(r(a) + r(b)) = r((1)) = (1)，从而 a+ b = (1)。

1.7 扩张和局限

定义 1.30. 在环同态 f : A→ B 中，A 的理想 a 的像并不一定是理想，称 f(a) 生成的理想为扩理想
(the extension)ae，为所有

∑
yif(xi) 的集合，其中 yi ∈ B, xi ∈ a。

定义 1.31. 而在环同态 f 中，B 的理想 b 的原像总是理想，称为 b 的局限理想 (the contraction)bc，
我们已经证明过如果 b 是素理想，它的局限理想也是素理想。

命题 1.32.

i) a ⊆ aec, b ⊇ bce

ii) bc = bcec, ae = aece

iii) 设 C 是所有 B 中理想的局限理想的集合，E 是所有 A 中理想的扩理想的集合，则

C = {a|aec = a}, E = {b|bce = b}

a→ ae 是一一映射且逆为 b→ bc.

习题 1.3

设 a1, a2 是 A 中的理想，b1, b2 是 B 中的理想，那么

• (a1 + a2)
e = ae1 + ae2, (b1 + b2)

c ⊇ bc1 + bc2

• (a1
⋂
a2)

e ⊆ ae1
⋂
ae2, (b1

⋂
b2)

c = bc1
⋂
bc2

• (a1a2)
e = ae1a

e
2, (b1b2)

c ⊇ bc1b
c
2

• (a1 : a2)
e = (ae1 : a

e
2), (b1 : b2)

c ⊆ (bc1 : b
c
2)

• r(a)e ⊆ r(ae), r(b)c = r(bc)

即集合 E 关于和和积是封闭的，C 关于其余三个运算是封闭的。

1.8 习题 1

1. 设 x 是环 A 中的幂零元，证明：1 + x 是 A 的可逆元，由此得出幂零元和可逆元的和是可逆元。

证明. 不妨 xn = 0，则 1− xn = 1 = (1− x)(1 + x+ · · ·+ xn−1)。
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2. 设 A 是环，令
f = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ A[x]

证明：

i) f 是 A[x] 的可逆元 ⇔ a0 是 A 中可逆元且 a1, · · · , an 是幂零元。

ii) f 幂零 ⇔ a0, a1, · · · , an 幂零。

iii) f 是零因子 ⇔ 存在着环 A 的非 0 元 a 使得 af = 0。

iv) 如果 (a0, · · · , an) = (1)，f 就叫本原多项式。证明：如果 f, g ∈ A[x]，那么 fg 本原 ⇔ f, g 均
为本原。

证明. i) ⇐: 设 ami

i = 0, 1 ≤ i ≤ n，不妨 a0 = 1，否则考虑 a−10 f，则 (f − 1)m1+···+mn = 0，记幂数
为 M，从而 1 = 1− (1− f)M = f((1− f)M−1 + · · ·+ 1)。（实际上就是题 1）

⇒: 设 fg = 1，且 g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm，令 x = 0，可得 a0b0 = 1，从而 a0 可逆。

从而有 ∀k,
∑

i+j=k aibj = 0（线性代数的结论），特别的 anbm = 0，anbm−1 + bman−1 = 0，从而
a2nbm−1 = 0，如此往下，am+1

n b0 = 0，故 an 幂零。对其余同理。

ii) ⇐: 设 ami

i = 0，则 fm0+···+mn = 0。

⇒: 设 fm = 0，有 amn = 0，从而 (f − anx
n)2m = 0，如此往下即得任意 i 有 ai 幂零。

iii) ⇐: 显然

⇒: fg = 0,
∑

i=j=k aibj = 0，特别的 a0b0 = 0, a0b1 + a1b0 = 0，从而 a1b
2
0 = 0，如此往下，

anb
n+1
0 = 0。

iv) 首先 f 本原等价于不存在极大理想 m 使得 f ∈ m[x]。

考虑任意极大理想 m，A[x]/m[x] ∼= (A/m)[x] 是整环，注意到

f, g /∈ m[x]⇔ f̄ , ḡ 6= 0̄⇔ fg 6= 0̄⇔ fg /∈ m[x]

3. 推广题 2 的结果到多个变元的多项式环 A[x1, · · · , xr] 上去。

解. 用主元归纳的方法很容易推广到 n 变元情形。

4. 在环 A[x] 中，大根与小根重合。

证明. 若 f 幂零，则显然对任意 g，fg 是幂零的，由题 1，1− fg 可逆，故 f 在 R 中。

若对任意 g，1− fg 可逆，令 g = x，则由题 2，(a0, a1, · · · , an) ⊆ N，从而 f 幂零。

5. 设 A 是环。A[[x]] 是形式幂级数 f =
∑∞

n=0 anx
n 所组成的环，证明：

i) f 是 A[[x]] 中可逆元 ⇔ a0 是 A 中可逆元。

ii) 如果 f 幂零，那么对一切 n ≥ 0，an 都幂零，逆命题是否成立？（参考第七章习题 2）。

iii) f 属于环 A[[x]] 的大根 ⇔ a0 属于环 A 的大根。

iv) 环 A[[x]] 中任一极大理想 m 对 A 的局限理想都是 A 中的极大理想，而 m 由 mc 和 x 生成。
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1 环和理想

v) A 中任一素理想都是 A[[x]] 中一个素理想的局限理想。

证明. i) ⇐: 实际上就是解一次方程组 a0b0 = 1, a0bk + · · ·+ akb0 = 0(k ≥ 1)，可以归纳看出每个 bi 都
是可解的。

⇒: 令 x = 0 即得。

ii) 设 fm = 0，则 am0 = 0，f − a0 幂零，如此往下。

iii) f 是大根 ⇔ ∀g, 1− fg 可逆 ⇔ ∀b0, 1− a0b0 可逆 ⇔ a0 ∈ R

iv) 由 iii) 易得。

v) 素理想 n = (φ(n, x))c，其中 φ 是嵌入。

6. 假定环 A 中任一不含在小根中的理想都包含非 0 幂等元（即适合条件 e2 = e 6= 0 的元素 e）。证明：
A 的小根与大根相重合。

证明. 若大根与小根不重合，则大根存在 x ∈ R, x2 = x 6= 0，对任意 y 都有 1− xy 可逆，故 1− x =

1− x2 = 1− x3 都可逆，从而 1− x 的逆 1 + x = 1 + x+ x2，故 x2 = 0，故 x = 0，矛盾。

7. 设环 A 中任一元素 x 都对某个 n 成立 xn = x，证明：A 的任一素理想都极大。

证明. p 是素理想，A/p 是整环，x̄n = x̄，若 x̄ = 0，可以得到 x̄n−1 = 1，从而是域，从而 p 是极大
理想。

8. 设 A 是非 0 环，证明：A 中的素理想的构成的集合有一个（按包含关系而言）极小元素。

证明. 对降链 Aα，考虑 A0 =
⋂

α Aα，只需证明这是素理想。

对 xy ∈ A0，对 xy ∈ Aβ，有 x, y ∈ Aβ，故 A0 是素理想。

9. 设 a 6= (1) 是环 A 中的理想，证明：a = r(a)⇔ a 是素理想的交。

证明. 根据1.26立得。

10. 设 A 是环，N 是它的小根，证明下列断言等价：

• A 恰好只有一个素理想

• A 中任一元素或者是可逆元，或者是幂零元

• A/N 是域

证明. 1→ 3：A 的极大理想一定是素理想，故唯一的素理想 p 也是极大理想，A/p 是域。

3→ 1：域只有零理想，从而 p ⊆ N，故 p 唯一且等于 N。

2→ 1：若理想含有可逆元则为 (1)，故所有素理想为 N 子集，从而只有一个素理想。

1 → 2：p 即为 N，对 x /∈ N，且 x 不可逆，由于 (x) 为理想，必然有包含它的极大理想，即为
p。从而 x 幂零，矛盾。
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1 环和理想

11. 环 A 叫做 Boole 环，如果 x2 = x 对一切 x ∈ A 成立。在 Boole 环 A 中证明：

i) 2x = 0 对一切 x ∈ A 成立；

ii) 任一素理想 p 都极大，而 A/p 是由两个元素组成的域；

iii) A 中任一具有有限个生成元的理想都是主理想。

证明. i) 2x = 2x2 = (2x)2 ⇒ 2x2 = 0⇒ 2x = 0

ii) 只需证 A/p 含有两个元素。

事实上 (y − 1)y = 0 ∈ p，从而 y 和 y − 1 必有一个在 p 中，从而 A/p = {0̄, 1̄}。

iii) 事实上，(x, y) = (x+ y − xy)。

12. 局部环里除了 0 和 1 之外，没有别的幂等元。

证明. 记唯一的极大理想为 m

若存在非零非 1 幂等元 x，则 x 不可逆，从而存在包含它的极大理想，故 x ∈ m。从而 1− x 可
逆，否则 1− x+ x ∈ m 矛盾，从而 x(1− x) = 0⇒ x = 0，矛盾。

13. （代数闭域的构造）设 K 是域，Σ 是系数属于 K 且首项系数等于 1 的一元不可约多项式 f 的全
体所组成的集合。对每个 f ∈ Σ，相应的一个变元为 xf。用 A = K[xf1 , xf2 , · · · ] 表示这些变元 xf 在
K 上生成的多项式环，由 a 表示由所有的多项式 f(xf ) 在 A 中生成的理想。证明 a 6= (1)。

设 m 设 A 中的一个包含有 a 的极大理想，并令 K1 = A/m，那么 K1 是 K1 的扩域，且每个多
项式 f ∈ Σ 都有根 xf，进而可约（如果次数大于等于 2）。对 K1 重复对 K 的作法，得到域 K2，如
此往下，得到 Kn。令 L =

⋃∞
n=1 Kn。那么 L 是域。对每个多项式 f ∈ Σ，它都可以在 L 中分解成线

性因式之积。用 K̄ 表示 L 中在 K 上代数元的集合。那么 K̄ 是 K 的代数闭包。

证明. 若 a = (1)，则存在 Σn
i=1gifi(xfi) = 1，其中 gi ∈ A 为 xf 的多项式。

不妨把范围从 A 缩小在 K[xf1 , · · · , xfn ] 中。

设右式中出现的变元 x1, · · · , xn，不妨假定 n 是使式子成立最小的正整数。

记 b = (f1(x1), f2(x2), · · · , fn−1(xn−1))，显然 b[xn] + (fn(xn)) = (1) = K[xf1 , · · · , xfn ]。

由 n 的最小性，b ⊊ K[x1, · · · , xn−1]，从而

0 = K[x1, · · · , xn]/(b[xn] + (fn(xn))) ∼= (K[x1, · · · , xn−1]/b)[xn]/(fn(xn)) 6= 0

矛盾。

故 a 6= (1)。

14. 用 Σ 表示环 A 中完全由零因子组成的理想的全体组成的集合。证明 Σ 有一个极大元，而且 Σ 的
每个极大元都是素理想，因此 A 中零因子的集合是素理想的并。

证明. 由 Zorn 引理，第一问易得。

对 Σ 的极大元 p，若 xy ∈ p，x 和 y 均为零因子，有 (x) + p = p。从而 p 是素理想。
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1 环和理想

15. 设 A 是环，X 是它的所有素理想的集合，对每个子集 E ⊊ A，用 V (E) 表示包含 E 的所有素理
想的集合。证明：

i) 如果 a 是 E 生成的理想，那么 V (E) = V (a) = V (r(a))

ii) V (0) = X,V (1) = ∅

iii) 设 (Ei)i∈I 是 A 的任意一组子集，那么

V (
⋃
i∈I

Ei) =
⋂
i∈I

V (Ei)

iv) 对 A 中任意两个理想 a 和 b，V (a
⋂
b) = V (ab) = V (a)

⋃
V (b)

V (E) 这些集合适合拓扑空间关于闭集的公理，相应的，X 上的拓扑称为 Zariski 拓扑。拓扑空间
X 叫做环 A 的素谱 (the prime spectrum)，记为 Spec(A)。

证明. i) 显然包含 a 的素理想一定包含 E，即 V (E) ⊇ V (a)，而由生成的概念，包含 E 的理想也包含
a，故 V (E) = V (a)。

由于 r(a) ⊇ a，则 V (r(a)) ⊆ V (a)。对包含 a 的素理想 p，若 xn ∈ a，则 xn ∈ p，从而 x ∈ p，故
r(a) ⊆ p，则 V (a) = V (r(a))。

ii) 显然。

iii) 显然。

iv) r(ab) = r(a
⋂
b) = r(a)

⋂
r(b) 再利用第一问。

16. 描述空间 Spec(Z), Spec(R), Spec(C[x]), Spec(R[x]), Spec(Z[x])。

解. 整数环 Z 的素理想集合 X = {(p)|p为素数}。其中闭集为所有有限子集和全集空集。

实数环 R 没有非平凡素理想，Spec(R) 只有一个点 (0)。

Spec(C[x]) = {(f)|f = 0或deg f = 1}，其中的闭集为所有有限子集和全集空集。

Spec(R[x]) = {(f)|f = 0或f次数为 1 或次数为 2 且没有实根}，其中的闭集为所有有限子集和全
集空集。

Spec(Z[x]) = {(f)|f不可约}
⋃
{(p)|p为素数}

⋃
{(f, p)|f, p如上}，其中的闭集为所有有限子集和全

集空集。

注 1.33. UFD 的多项式环也是 UFD。

17. 对于每个元素 f ∈ A，用 Xf 记 X = Spec(A) 中 V (f) 的补集。集合 Xf 是开的。证明：它们组
成 Zariski 拓扑中开集的一组基，并且具有以下性质：

i) Xf

⋂
Xg = Xfg

ii) Xf = ∅⇔ f 是幂零元

iii) Xf = X ⇔ f 是可逆元

iv) Xf = Xg ⇔ r((f)) = r((g))

v) X 是拟紧的（quasi-compact）（即对 X 的每个开覆盖都有一个有限子覆盖）
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1 环和理想

vi) Xf 是拟紧的

vii) X 中的一个开子集是拟紧的当且仅当它是有限个形如 Xf 的集合的并，集合 Xf 叫做 X =

Spec(A) 的主开集 (basic open sets)。

证明. i) Xf 是所有不包含 f 的素理想，fg /∈ p⇔ f /∈ p, g /∈ p。

ii) 所有素理想的交集为幂零元。

iii) 所有非 (1) 理想不含可逆元。

iv) Xf = Xg ⇔ V (r((f))) = V (r((g)))，考虑到 r((f)) 是包含 (f) 的素理想的交，故 r((f)) =

r((g))。

v) 只需证 vi)。

vi)开覆盖即
⋂

α V (aα) ⊆ V (f)，由闭集的性质这等价于 V (
∑

aα) ⊆ V ((f))。即 r(
∑

aα) ⊇ r((f))，
这等价于 fm ∈

∑
aα，即等价于存在有限和 fm =

∑n
i=1 aα。

vii) 有限个 Xf 的并显然拟紧且开。另一方面，若一个开子集 U 是拟紧的，对覆盖
⋃

f Xf，他的
有限子覆盖即为有限个 Xf 的并。

18. 将环 A 的素理想看作空间 X = Spec(A) 中的点时，用 x, y 这类字母来表示它们是合适的，如果
x 看作 A 的理想，就写成 px。证明：

i) 集合 {x} 是 Spec(A) 中的闭集（我们说 x 是一个“闭点”）⇔ 理想 px 是极大理想

ii) {x} = V (px)

iii) y ∈ {x} ⇔ px ⊆ py

iv) X 是 T0 空间（这就是说，如果 x 和 y 是空间 X 中任意两个不同的点，那么或者存在 x 的
一个邻域而不包含 y，或者存在 y 的一个邻域而它不包含 x）

证明. i) 若 {x} 是闭集，代表存在一个 A 的子集 E 使得 V ((E)) 只有一个元素，即包含 (E) 的素理
想有且仅有一个，由于一定有极大理想包含 (E)，且极大理想为素理想，从而 px 即为这个极大理想。

若 px 为极大理想，则显然 V (px) = {px}。

ii) 左侧为包含 x 的所有闭集的交集，即包含 px 的所有 V ((E)) 的集合，即 V (px)。

iii) 由 ii) 有 y ∈ {x} ⇔ y ∈ V (px)⇔素理想py包含px。

iv) 取开集 {x}
c
, {y}

c
，则若 x ∈ {y}

c
且 y ∈ {x}

c
，由 iii) 有 px = py，即 x = y，矛盾。不妨

x /∈ {y}
c
，这个开集是 x 的邻域且不含 y。

19. 拓扑空间 X 称为不可约的 (irreducible)，如果 X 6= ∅ 而且 X 每一对非空开集都相交。一个等价
的条件是：任一非空开集都在 X 里稠密。证明：X 不可约当且仅当 A 的小根是素理想。

证明. X 不可约 ⇔ 对任意 f, g ∈ A − N 有 Xf

⋂
Xg 不为空集 ⇔ 存在素理想 p 使得 f /∈ p, g /∈ p

⇔ V (f)
⋃
V (g) = V ((f)(g)) = V ((fg)) 6= X，即等价于 f, g /∈ N 时 fg /∈ N，故等价于 N 是素理

想。

20. 设 X 是拓扑空间。
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i) 如果 Y 是 X 不可约子空间，那么 Y 在 X 中的闭包 Ȳ 也是不可约的。

ii) X 的任一不可约子空间都包含在某个极大不可约子空间中。

iii) X 的极大不可约子空间都是闭的，而且它们覆盖 X，它们叫做 X 的不可约分支 (irreducible
components)。Hausdorff 空间的不可约分支是什么？

iv) 如果 A 是环而 X = Spec(A)，那么 X 的不可约分支是形如 V (p) 的闭集，这里 p 是 A 中的
一个极小素理想。

证明. i) 对 X 中任意开集 U1 和 U2，若有 U1

⋂
Y 6= ∅, U2

⋂
Y 6= ∅，则 U1

⋂
Y
⋂
U2 6= ∅，而

U1

⋂
Ȳ 6= ∅⇔ U1¬ ⊆ (Ȳ c)◦ ⇔ U1

⋂
Y 6= ∅，显然 U1

⋂
U2

⋂
Ȳ 6= ∅。

ii) Zorn 引理易得。

iii) 由 T2 性质，任意两个单点都有不相交的开邻域，从而不可约子空间必为单点集。

iv) 不可约分支是闭的，故形如 V (m) = V (r(m))，m 为理想，由题 19 它的根 r((m)) 为素理想 p。
若 p 有素理想真子集 q，则 V (p) ⊊ V (q)，且由 19V (q) 同样是不可约的，与极大矛盾，故 p 为极小
素理想。

21. 设 φ : A→ B 是个环同态。令 X = Spec(A) 而 Y = Spec(B)。如果 q ∈ Y，那么 φ−1(q) 是 A 的
素理想，即是 X 的一个点。因此 φ 诱导出映射 φ∗ : Y → X。证明：

i) 如果 f ∈ A，那么 (φ∗)−1(Xf ) = Yφ(f)，因此映射 φ∗ 是连续的。

ii) 如果 a 是 A 中理想；那么 (φ∗)−1(V (a)) = V (ae)

iii) 如果 b 是 B 中理想；那么 φ∗(V (b)) = V (bc)

iv) 如果 φ 是满同态，那么 φ∗ 是 Y 映到 X 的闭子集 V (Ker(φ)) 上的同胚。

v) 如果 φ 是单的，那么集合 φ∗(Y ) 在 X 中稠密。确切的说，φ∗(Y ) 在 X 中稠密 ⇔ Ker(φ) ⊆ N

vi) 设 ϕ : B → C 是另一环同态，那么 (ϕ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ϕ∗。

vii) 设 A 是具有唯一非零素理想 p 的整环，再设 K 是 A 的分式域。令 B = (A/p)×K，按照公
式 φ(x) = (x̄, x) 定义 φ。证明 φ∗ 是一一映射，但不是同胚。

证明. i) φ∗(q) ∈ Xf ⇔ ∃f /∈ p ∈ Xf , φ
−1(q) = p ⇔ ∃f /∈ p ∈ Xf , q = (φ(p)) ⇔ q /∈ φ(f)，故

(φ∗)−1(Xf ) = Yφ(f)。从而开集的原像是开集，即映射连续。

ii) 由 i) 易得。

iii) 由 ii) 易得。

iv) 事实上，φ∗(V (b/a)) = V (b)，其中 b 是 A 的理想。

v) X = φ∗(Y )⇔ X = φ ∗ (V (0)) = V (0c) = V (Ker(φ))⇔ Ker(φ) ⊆ N。

vi) 显然。

vii) Spec(A) = {(0), p}，Spec(B) = {(A/p)× (0), (0)×K}，显然一一映射。

22. 设 A =
∏n

i=1 Ai 是 Ai 的直积。证明 Spec(A) 是与 Spec(Ai) 自然同胚的两两不相交的开（且闭）
子空间 Xi 的并。

反之，设 A 是任一环，证明以下诸条件等价：
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i) 空间 X = Spec(A) 不连通。

ii) A ∼= A1 ×A2，而 A1 和 A2 这两个环都不是零环。

iii) A 含有不等于 0 和 1 的幂等元。

特别的，局部环的谱总是连通的。

证明. (1) 记投射 pi : A → Ai，记 bi = Ker(pi) = Πj ̸=iAj。p∗i 是 Spec(Ai) 到 Spec(A) 的映射，由
题 21iv)，它构建了 Spec(Ai) 到 V (bi) 的同胚。而

⋃
V (bi) = V (0) = Spec(A)，且 V (bi)

⋂
V (bj) =

V (bi
⋃
bj) = V (A) = ∅，且 V (bi) = (

⋃
j ̸=i V (bj))

c 为开集。

(2) ii)⇒ i)：由 (1) 可得 X 可以分解为两个不相交非空开子集的并，这与连通矛盾。

i)⇒ iii)：X 存在不相交的两个非空闭（且开）集并为 X（这与拓扑的不连通性等价），不妨记为
V (a) 和 V (b)，则 V (a

⋂
b) = V (ab) = X，这意味着 ab ∈ N，同时 V (a

⋃
b) = ∅，这说明 a

⋃
b = (1)

否则必有一个极大理想（同时也是素理想）包含它，故存在 a+ b = 1, a ∈ a, b ∈ b，且有 ab ∈ N，不
妨 bmam = 0，有 (am) + (bm) = (1)，故存在 e，有 e(1− e) = 0（事实上，e 是可求的，把 a+ b = 1

两边 2m− 1 次幂，am 的倍数即为 e，bm 的倍数即为 1− e）。

iii)⇒ ii)：e(1− e) = 0，有 V ((e))
⋂
V ((1− e)) = ∅, V ((e))

⋃
V ((1− e)) = X，故不连通。

23. 设 A 是 Boole 环而 X = Spec(A)

i) 对每个 f ∈ A，集合 Xf 在 X 中既是开的也是闭的

ii) 设 f1, · · · , fn ∈ A，证明：Xf1

⋃
· · ·

⋃
Xfn = Xf 对某个 f ∈ A 成立

iii) Xf 这些集合是 X 中仅有的既开又闭的子集。

iv) X 是紧 Hausdorff 空间。

证明. i) 有 Xf

⋃
X1−f = X，而 f(1− f) = 0，对任意 p 为素理想，f 和 1− f 必有一个在 p 中，从

而 Xf

⋂
X1−f = ∅，从而 Xf = Xc

1−f。

ii) 由于 Boole 环任意有限生成理想都是主理想，记 (f1, · · · , fn) = (f)，故
⋃
Xfi = (

⋂
V (fi))

c =

(V (
⋃
(fi)))

c = (V ((f)))c = Xf。

iii)设 U 既开又闭，记 U =
⋂
Xα，则 {Xα

⋃
U c}构成X 的开覆盖，则存在有限子覆盖 {Xi

⋃
U c, 1 ≤

i ≤ n}，即 U =
⋃n

i=1 Xi，由 ii) 得 U 形如 Xf。

iv)（紧即拟紧性），由于 X 是 T0 的，对任意两个元素 x 和 y，不妨存在 U 为 x 的开邻域且不含
y，记 U =

⋃
Xfα，不妨 x ∈ Xf，由于 Xf 既开又闭，则 Xc

f 为 y 的开邻域且不含 x，且 Xf

⋂
Xc

f = ∅，
故 X 是 Hausdorff 空间。

24. 设 L 是一个格，它里面的两个元素 a 和 b 的 sup 和 inf 分别记作 a∨ b 和 a∧ b。L 叫做 Boole 格
（或 Boole 代数），如果有：

i) 在 L 中有最大元和最小元（分别记为 1 和 0）

ii) ∧,∨ 这两个运算中的每一个对另一个都是分配的 (distributive)。

iii) 对于每个 a ∈ L 存在唯一的一个“补元”a′ ∈ L 具有性质 a ∨ a′ = 1, a ∧ a′ = 0
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设 L 是一个 Boole 格，按如下公式引入加法和乘法

a+ b = (a ∧ b′) ∨ (a′ ∧ b), ab = a ∧ b

验证 L 成为一个 Boole 环，将它记作 A(L)。

反过来，设 A 是个 Boole 环，在其中如下引进序：a ≤ b 意思是 a = ab。证明对于这个序来说，
A 是一个 Boole 格。这样 Boole 环和 Boole 格构建了一个一一对应。

证明. 首先证明关于 Boole 代数的几个性质：

（1）根据上确界和下确界的定义（上确界：对任意 w ≥ x, y 有 w ≥ x ∨ y，下确界同理），可得两
个运算都是交换的，即 x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x。

（2）结合律：同样根据定义，有 x ∧ y ∧ z = x ∧ (y ∧ z)，上确界同理。

（3）自反：x ∧ x = x, x ∨ x = x

（4）x ∧ (x ∨ y) = x ∨ (x ∧ y) = x，因为 x ≥ (x ∧ y), x ≤ (x ∨ y)

（5）0 ≤ x ≤ 1, 0 ∧ x = 0, 0 ∨ x = x, 1 ∧ x = x, 1 ∨ x = 1

（6）De Morgan’s Laws：(x ∨ y)′ = x′ ∧ y′, (x ∧ y)′ = x′ ∨ y′，这是因为

(x′ ∧ y′) ∧ (x ∨ y) = ((x′ ∧ y′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y′ ∧ y) = (0 ∧ y′) ∨ (x′ ∧ 0) = 0

另一个同理。

从而可以得到一些关于加法和乘法的结论：

（1）a+ b = ((a∧b′)∨a′)∧ ((a∧b′)∨b) = ((a∨a′)∧ (b′∨a′)∧ (a∨ b)∧ (b′∨b)) = (a∨b)∧ (a′∨b′) =
(a ∨ b)(a′ ∨ b′)

（2）(a+ b)′ = (a′b′) ∨ (ab)

（3）1′ = 0

（4）1 + a = a′

现在证明 L 是一个 Boole 环，首先是环公理：

（1）封闭性显然

（2）乘法结合律已证

（3）加法结合律：可以化简出 a+ b+ c = ab′c′ ∨ a′bc′ ∨ a′b′c ∨ abc

（4）交换律易证

（5）1a = a, a+ 0 = a

（6）a+ a = (a ∨ a)(a′ ∨ a′) = aa′ = 0，a 是 a 的加法逆元

（7）(a+b)c = (ab′)∨(a′b)c = (ab′c)∨(a′bc)，ac+bc = ac(bc)′∨(bc(ac)′) = (ac(b′∨c′))∨(bc(a′∨c′)) =
(acb′) ∨ (bca′)，分配律成立

又 a2 = a ∧ a = a，从而为 Boole 环。

若 A 是 Boole 环，对序关系 a ≤ b : a = ab，首先验证格公理：

（1）≤ 是自反的：显然 a = a2，故 a ≤ a
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1 环和理想

（2）≤ 是反对称的：若 a ≤ b ≤ a，有 a = ab, b = ba，从而 a = b。

（3）≤ 是传递的，若 a ≤ b, b ≤ c，则 a = ab, b = bc，故 a = ab = ab2c = abc = ac，从而 a ≤ c。

从而 ≤ 是偏序关系。下面验证格公理（对任意两个元素都有上下确界）

（1）令 a∨ b = a+ b+ ab，有 a(a+ b+ ab) = a+ ab+ ab = a，从而 a ≤ a∨ b，同理 b ≤ a∨ b，而
若 a ≤ c, b ≤ c，即 ac = a, bc = b，则 (a+ b+ ab)c = a+ b+ ab，从而 a+ b+ ab ≤ c，故 a+ b+ ab

为上确界。

（2）令 a ∧ b = ab，有 aba = abb = ab，且若 ca = cb = c，有 cab = cb = c，同理 ab 是下确界。

接下来是验证 Boole 格的定义。

（1）显然 x1 = x, 0x = 0，故最大元和最小元存在；

（2）有以下各式成立，从而彼此分配

a ∨ b ∧ c = (a+ b+ ab)c = ac+ bc+ abc, (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = ac+ bc+ abc2 = ac+ bc+ abc

a ∧ b ∨ c = ab+ c+ abc, (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) = (a+ c+ ac)(b+ c+ bc) = ab+ c+ abc

（3）a 的补元为 1− a。

25. 从题 23 题 24 推出 Stone 定理：任一 Boole 格都与某个紧 Hausdorff 拓扑空间的既开且闭的子集
组成的格同构。

证明. 设 Boole 格 B 在题 24 中对应 Boole 环 A(B)，X = Spec(A)，令 B′ 为 X 的既开且闭子集构
成的集合，包含关系是 B′ 上的偏序集，易证 B′ 构成 Boole 格，偏序关系为包含关系。

建立映射 B → B′ : f → Xf，这是格同构。

26. 设 A 是个环。A 的所有极大理想组成 Spec(A) 的一个子集，这个子集作为 Spec(A) 的子空间具
有诱导拓扑，叫做 A 的极大谱 (maximal spectrum) 并记作 Max(A)，对任意交换环，Max(A) 并没有
Spec(A) 的那些好的函子性质，因为极大理想在环同态下的原像不一定是极大理想。

设 X 是紧 Hausdorff空间，C(X)是定义在 X 上的所有实值连续函数组成的环（将两个函数的值
相加和相乘来定义它们的和与积）。对于每个点 x ∈ X 用 mx 记 C(X) 中所有具有性质 f(x) = 0 的 f

组成的集合。因为 mx 是满同态 C(X)→ R, f 7→ f(x) 的核，所以 mx 是个极大理想：将 Max(C(X))

写作 X̃；我们定义映射 µ : X → X̃，即 x 7→ mx，证明 µ 是将 X 映射到 X̃ 之上的同胚。

i) 设 m 是 C(X) 中的任一极大理想，并设 V = V (m) 是 m 中函数的公共零点集：V = {x ∈
X|f(x) = 0, ∀f ∈ m}

假定 V 是空的，那么对于每个点 x ∈ X，存在着这样一个元素 fx ∈ m 使得 fx(x) 6= 0。因为 fx

是连续的，fx 在点 x 的一个开邻域 Ux 上都不等于 0。因为 X 是紧的，有限个这种邻域 Ux1
, · · · , Uxn

就覆盖 X，令 f = f2
x1

+ · · ·+ f2
xn
，那么 f 在 X 上处处不等于 0，这就是说它是 C(X) 中的可逆元。

但是这与 f ∈ m 相矛盾。因此 V 非空。

设 x 是 V 的一个点，那么 m ⊆ mx，因为 m 极大，所以 m = mx，因此 µ 是满的。

ii) 根据 Urysohn 引理，连续函数把 X 的点区分开来，于是 x 6= y ⇐ mx 6= my，因此 µ 是单的。

iii) 设 f ∈ C(X)，令 Uf = {x ∈ X|f(x) 6= 0} 及 Ũf = {m ∈ X̃|f /∈ m}，证明 µ(Uf ) = Ũf，开集
Uf 组成 X 的拓扑的一组基，于是 µ 是同胚。因此 X 可以从 C(X) 重新构成。
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证明. 只有 iii) 是要证明的。

首先，对 x ∈ Uf，若 µ(x) /∈ Ũf，则 f ∈ µ(x) = mx，与 f(x) 6= 0 矛盾。从而 µ(Uf ) ⊆ Ũf。

另一方面，若 µ(x) ∈ Ũf，则 f /∈ mx，则 f(x) 6= 0, f ∈ Uf。

再结合 µ 是满射，原命题成立。

27. 设 k 是代数闭域，再设 fα(t1, · · · , tn) = 0 是系数属于 k 的 n 个变元的多项式方程组。kn 中所有
适合这些方程的点 x = (x1, · · · , xn) 所成的集合 X 叫做仿射代数簇 (affine algebra variety)。

考察所有具有性质 g(x) = 0, ∀x ∈ X 的多项式 g ∈ k[t1, · · · , tn] 所成的集合。这个集合是多项式
环中的一个理想 I(X)；它叫做簇 X 的理想。同余类环 P (X) = k[t1, · · · , tn]/I(X) 是定义在 X 上的
多项式函数环，因为两个多项式 g 和 h 定义 X 上的同一个函数，当且仅当 g − h ∈ I(X)

将 ti 在 P (X) 中的象记为 ξi, ξj(1 ≤ i ≤ n) 是 X 上的坐标函数：如果 x ∈ X，那么 ξi(x) 就是点
x 的第 i 个坐标；P (X) 作为 k-代数，就由这些坐标函数生成，它叫做 X 的坐标环。

如同在题 26 中那样，对任意点 x ∈ X 用 mx 来记为 P (X) 中所有适合条件 f(x) = 0 的函数
f 所组成的理想，它是 P (X) 的一个极大理想。因此，如果令 X̃ = Max(P (X))，就定义了一个映射
µ : X → X̃，即 x 7→ mx。

不难证明，µ 是单的：如果 x 6= y，那么 xi 6= yi 对某个 i 成立，因此 ξi − xi 属于 mx，但是不属
于 my，于是 mx 6= my，µ 还是满的，这一点是 Hilbert 零点定理的一个形式。

28. 设 f1, · · · , fm 是 k[t1, · · · , tn] 中的元素，它们定义一个多项式映射 φ : kn → km：如果 x ∈ kn，那
么点 φ(x) 的坐标就是 f1(x), · · · , fm(x)。

设 X，Y 分别是 kn, km 中的仿射代数簇，映射 φ : X → Y 叫正则的，如果 φ 是从 kn 到 km 的
一个多项式映射在 X 上的限制。

对于 Y 上的任意多项式函数 η，合成映射 η ◦ φ 是 X 上的多项式函数，因此 φ 诱导出 k-代数同
态 P (Y )→ P (X)，即 η 7→ η ◦φ，证明：这样我们得到了 X 到 Y 的正则映射的集与从 P (Y )到 P (X)

的 k-代数同态的集之间的一个一一对应。

证明. 首先 η ◦ φ 是一个环同态。

若 φ 和 ϕ 诱导同一个函数，考虑坐标函数 vi，有 ϕi = vi ◦ ϕ = vi ◦ φ = φi。有 ϕi − φi ∈ I(X)，
故 ϕ 和 φ 在任意 x 处相等。从而该诱导出的对应是单射。

若 µ 给出 k-代数同态 P (Y ) → P (X)。不妨设 P (Y ) = k[y1, · · · , ym]/I(Y )，那么 Im(µ) 由
µ(ȳi) = f̄i ∈ k[x1, · · · , xn]/I(X) 给出。

令 φ 表示多项式映射 X → Y : (x1, · · · , xn) 7→ (f1, · · · , fm)，那么 ȳi ◦ φ(x1, · · · , xn) = fi。即此
时 φ 诱导了 µ。从而该对应是满的。

2 模

2.1 模和模同态

定义 2.1. (M,µ) 称为 A-模 (A-module)，如果 M 是个交换群，运算记为加法，A 是一个环，且 µ 是
一个映射 A×M →M，它满足：（把 µ(a, x) 简记为 ax）
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• a(x+ y) = ax+ ay

• (a+ b)x = ax+ bx

• (ab)x = a(bx)

• 1x = x

定义 2.2. 两个 A-模 M 和 N 之间的映射 f : M → N 称为 A-模同态，如果

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(ax) = af(x), a ∈ A, x, y ∈M

命题 2.3. 显然 M 到 N 的所有 A-模同态是交换群，它也是 A-模，记为 HomA(M,N)。

命题 2.4. 对于任意 A-模 M，有同构 Hom(A,M) ∼= M，前者为 A 作为加法群到 M 的群同态的集
合，显然该同态依赖于 f(1) 的选取。

2.2 子模和商模

定义 2.5. M 的子群 M ′ 若对于 A 的乘法运算是封闭的，则称为 M 的子模，在交换群 M/M ′ 上按
a(x̄) = ax 来定义乘法，M/M ′ 也构成 A-模，称为商模。从 M 到 M/M ′ 的自然映射是 A-模同态。

定义 2.6. 对于模同态 f，它的余核 Coker(f) = N/Im(f)，是 N 的一个商模。

命题 2.7. 模同构 M/Ker(f) ∼= Im(f)

2.3 子模上的运算

命题 2.8. 子模的和
∑

Mi 定义为所有有限和
∑

xi，它是包含所有 Mi 的最小子模，
⋂
Mi 也是 M 的

子模，M 的子模关于包含关系构成完备格。

命题 2.9. i) 设 L ⊇M ⊇ N 都是 A-模，则有

(L/N)/(M/N) ∼= (L/M)

ii) 设 M1,M2 是 M 的子模，那么

(M1 +M2)/M1
∼= M2/(M1

⋂
M2)

证明. i)考虑映射 v : L/N → L/M, v(x+N) = x+M，这个映射易证是良定义的，映射的核是M/N，
由映射的同构定理，原式成立。

ii) 考虑映射 w : M2 → M1 +M2 → (M1 +M2)/M1，即 w 是嵌入映射和一个商模诱导同态的复
合，这个映射是满的，且 Ker(w) = M1

⋂
M2，由映射的同构定理可以推出原式。

定义 2.10. A-模 aM 定义为 A 的理想 a 和 A-模 M 的乘积，其元素为所有有限和
∑

aixi，它是 M

的子模。

定义 2.11. N 和 P 是 M 的两个子模，定义 (M : P ) = {a ∈ A|aP ⊆ N}，它是 A 的理想。定义 M

的零化子 (annihilator)Ann(M) 为 (0 : M)。如果 M 的零化子是 0，则称 M is faithful。

命题 2.12. 如果 a ⊆ Ann(M)，那么 M 可以看做 A/a-模，其中 x̄m = xm。faithful A-module M 看
做 A/a-模也是 faithful module。
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习题 2.1

i) Ann(M +N) = Ann(M)
⋂

Ann(N)

ii) (N : P ) = Ann((N + P )/N)

定义 2.13. 设 x 是 M 的一个元素，它生成的子模 (x)（或 Ax）是指所有形如 ax(a ∈ A) 的元素构成
的模。同理可以定义多个生成元生成的子模。

2.4 直和与直积

定义 2.14. 直和 ⊕Mi 为所有形如 (xi)i∈I 组成的模，且分量几乎所有均为 0。如果去掉这个限制，则
称为直积 ΠMi。因此有限集的直积和直和重合。

命题 2.15. 对环 A，将 A 看做 A 的模，且有 A = ⊕n
i=1ai，则有环 A 的直积分解 A ∼= Πn

i=1(A/bi)，
其中 bi = ⊕j ̸=iaj。

2.5 有限生成的模

定义 2.16. 自由 A-模是同构于 ⊕i∈IMi 的一个 A-模，这里 Mi 都同构于 A，记这样的模为 A(I)。有
限生成的自由 A 模同构于 A⊕ · · · ⊕ A，记为 An（约定 A0 为零模）。

命题 2.17. A-模 M 是有限生成的 ⇔ 存在 n 使得 M 同构于 An 的一个商模。

证明. 若 M 是有限生成的，设 x1, · · · , xn 生成了 M，定义 φ : An →M：φ(a1, · · · , an) =
∑n

i=1 aixi，
这是一个满同态，因此 M ∼= An/Ker(φ)。

若存在 An 的商模与 M 同构，即存在 φ : An →M，有 φ(0, · · · , 1, · · · , 0) 生成 M。

命题 2.18. 设 M 是有限生成的 A-模，a 是 A 的一个理想，φ 是 A-模 M 的一个自同态，且使得
φ(M) ⊆ aM。那么 φ 有下式成立：

φn + a1φ
n−1 + · · ·+ an = 0(ai ∈ a)

推论 2.19. M 是有限生成的 A-模，a 使得 aM = M，则存在 x ≡ 1(moda) 使得 xM = 0。

证明. 取 φ 为恒同，x = 1 + a1 + · · ·+ an。

命题 2.20 (Nakayama 引理). 设 M 是有限生成的 A-模，而 a 是 A 的一个包含在 A 的大根 R 中的
理想，如果 aM = M，则 M = 0。

证明. 记 x ≡ 1(modR)且使得 xM = 0，若 x不可逆，则存在包含 x的极大理想 m，而 x ≡ 1(modm)，
矛盾，从而 x 可逆，从而 xM = 0⇒M = 0。

推论 2.21. 设 M 是有限生成 A-模，N 是一个子模，a 是 A 的一个包含在 A 的大根 R 中的理想，
则 M = aM +N ⇒M = N

证明. 将 Nakayama 引理应用到 M/N 上且考虑到 a(M/N) = (aM +N)/N。

推论 2.22. 设 xi 是 M 的一组元素，它们在 M/mM 中的象组成这个向量空间的一组基，则 xi 生成
M。
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2.6 正合序列

定义 2.23. 一个 A-模和 A-同态的序列

· · · →Mi−1
fi−→Mi

fi+1−−→Mi+1 → · · ·

在 Mi 处正合 (exact)，如果 Im(fi) = Ker(fi+1)。

形如
0→M ′ f−→M

g−→M ′′ → 0

的序列称为短正合序列 (short exact sequence)。

注 2.24. 对任意长的正合序列

· · · →Mi−1
fi−→Mi

fi+1−−→Mi+1 → · · ·

可以通过如下方式分解为短正合序列：令 Ni = Im(fi) = Ker(fi+1)，则有 0→ Ni →Mi → Ni+1 → 0。

命题 2.25. i) 设
M ′ u−→M

v−→M ′′ → 0

是一个 A-模和 A-同态的序列，那么该序列正合等价于对一切 A-模 N，序列

0→ Hom(M ′′, N)
v̄−→ Hom(M,N)

ū−→ Hom(M ′, N)

都正合。

ii) 设
0→ N ′

u−→ N
v−→ N ′′

是一个 A-模和 A-同态的序列，那么该序列正合等价于对一切 A-模序列 M，序列

0→ Hom(M,N ′)
ū−→ Hom(M,N)

v̄−→ Hom(M,N ′′)

都是正合的。

定义 2.26. 设 C 是 A-模的一个类，λ 是定义在 C 上取值为整数的一个函数，且对任意短正合序列都
有 λ(M ′)− λ(M) + λ(M ′′) = 0，称 λ 为一个加性函数 (additive function)。

命题 2.27. 设 0 → M0 → · · · → Mn → 0 是一个 A-模的正合序列，对任意定义在该类上的加性函数
λ，有

n∑
i=1

(−1)iλ(Mi) = 0

证明. 根据2.24，有 λ(Mi) = λ(Ni) + λ(Ni+1)，然后交错加减即可。

2.7 模的张量积

命题 2.28. 设 M,N 是两个 A-模，那么存在唯一一个由一个 A-模 T 和一个 A-双线性映射 g :

M ×N → T 所构成的对 (T, g)，具有以下性质：

对任意双线性映射 f : M ×N → P，其中 P 是 A-模，都存在分解 f = f ′ ◦ g。
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证明. 唯一性显然。

用 C 表示自由群 AM×N，即
∑n

i=1 ai(mi, ni) 构成的集合。

记 D 为 (x+x′, y)− (x, y)− (x′, y)，(x, y+y′)− (x, y)− (x, y′)，(ax, y)−a(x, y)，(x, ay)−a(x, y)

生成的子模，T 为 M ×N 在 C/D 中的象生成的模，即为符合条件的 A-模。

命题 2.29. 设 xi ∈ M,yi ∈ N 使得在 M ⊗ N 中 Σxi ⊗ yi = 0，那么存在有限生成的子模 M0 ⊊
M,N0 ⊊ N，在 X0 ⊗N0 中，Σxi ⊗ yi = 0。

证明. Σxi ⊗ yi = 0 表明 Σ(xi, yi) ∈ D，记 M0 是 {x⊗ y|x = xi或x是D生成元的第一个坐标} 生成的
子模，N0 同理，此时原命题成立。

注 2.30. 在一般情况中，M ⊗N 中的零元不一定在子模中为 0。如 A = Z,M = Z, N = Z/2Z,M ′ =

2Z, N ′ = N 中，2⊗ x 在 M ⊗N 中为 0 但不在 M ′ ⊗N ′ 中为 0。

命题 2.31 (一些典范同构). 设 M,N,P 都是 A-模，则有如下同构：

i) M ⊗N → N ⊗M : x⊗ y → y ⊗ x

ii) M ⊗N ⊗ P →M ⊗ (N ⊗ P ) : x⊗ y ⊗ z → x⊗ (y ⊗ z)

iii) (M ⊕N)⊗ P → (M ⊗ P )⊕ (N ⊗ P ) : (x, y)⊗ z → (x⊗ z, y ⊗ z)

iv) A⊗M →M : a⊗ x→ ax

习题 2.2

设 A,B 是环。M 是一个 A-模，P 是一个 B-模，N 是一个 (A,B)-双模（即同时赋予 N 一个
A 模结构和 B 模结构，且有 (ax)b = a(xb), a ∈ A, b ∈ B, x ∈ N），那么 M ⊗A N 有自然的
B-模结构，N ⊗B P 有自然的 A-模结构，且

(M ⊗A N)⊗B P ∼= M ⊗A (N ⊗B P )

定义 2.32. 张量积可以拓展到模同态上 (f ⊗ g)(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y)。

命题 2.33. (f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g) = (f ′ ⊗ f) ◦ (g′ ⊗ g)

2.8 纯量的局限和扩充

定义 2.34. 设 f : A → B 是一个环同态，N 是一个 B-模，那么 N 有一个 A-模结构，定义如下：
ax = f(a)x, a ∈ A, x ∈ N，称该 A-模为 N 纯量局限 (restriction of scalars) 得到的模。

命题 2.35. 如果环 B 作为 A-模和 N 作为 B-模都是有限生成的，那么 N 作为 A-模也是有限生成
的。

证明. 两个有限生成模的生成元的乘积生成了 A-模 N。

定义 2.36. 设 M 是一个 A-模，如上定义 B 是一个 A-模，定义 MB = B ⊗A M，其中 b(b′ ⊗ x) =

(bb′ ⊗ x), ∀b, b′ ∈ B, x ∈M，则 MB 是一个 B-模，称为 M 纯量扩充 (extension of scalars) 得到的模。

命题 2.37. 如果 M 作为 A-模是有限生成的，那么 MB 作为 B-模也是有限生成的。
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2.9 张量积的正合性

命题 2.38. 设 f : M ×N → P 是一个 A-双线性映射，则 f 诱导出一个映射 M → Hom(N,P )，其
中 x→ fx，其中 fx(y) = f(x, y))。反之对任意同态 φ : M → Hom(N,P )，都定义了一个双线性映射
(x, y) → φ(x)(y)，因此所有 f : M ×N → P 的 A-双线性映射 f 的集合 S 与 Hom(M,Hom(N,P ))

一一对应。而 S 与 Hom(M ⊗N,P ) 一一对应，因此有

Hom(M ⊗N,P ) ∼= Hom(M,Hom(N,P ))

命题 2.39. 设
M ′ f−→M

g−→M ′′ → 0

是一个 A-模和 A-同态的正合序列，N 是一个任意 A-模，那么

M ′ ⊗N
f⊗id−−−→M ⊗N

g⊗id−−−→M ′′ ⊗N → 0

也是正合的。

证明. 由2.25(1)，有

0→ Hom(M ′′,Hom(N,P ))
ḡ−→ Hom(M,Hom(N,P ))

f̄−→ Hom(M ′,Hom(N,P ))

正合，再由2.38，得到

Hom(M ′′ ⊗N,P )
ḡ−→ Hom(M ⊗N,P )

f̄−→ Hom(M ′ ⊗N,P )→ 0

正合。再由2.25(1) 得原序列正合。

注 2.40. 如果把 → 0 去掉则不成立。如果仍成立，则称 N 为平坦 (flat)A-模。

命题 2.41. 对任意 A-模 N，下列性质等价：

• N 是平坦模

• 对任意 A-模正合序列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0，有 0 → M ′ ⊗N → M ⊗N → M ′′ ⊗N → 0

也是正合的

• 如果同态 f : M ′ →M 单，则 f ⊗ id : M ′ ⊗N →M ⊗N 也是单的。

• 如果同态 f : M ′ →M 单，且 M 和 M ′ 是有限生成的，则 f ⊗ id : M ′⊗N →M ⊗N 也是单的。

证明. 1 和 2 等价可以由长正合列拆分短正合列得到，2 和 3 等价已证，3 推出 4 是显然的，故只需
证明 4 推出 3。

如果 f : M ′ → M 是单的，取 u = Σn
i=1x

′
i ⊗ yi ∈ Ker(f ⊗ id)，则 Σf(x′i) ⊗ yi = 0。用 M ′

0 表
示这些 x′i 生成的子模，根据2.29，存在 M0 使得在 M0 上 Σf(x′i) ⊗ yi = 0，这样构造了两个有限
生成的子模。考虑 f 在 M ′

0 上的限制 f0，由已知条件有 f0 ⊗ id 单，从而 Ker(f0 ⊗ id) = {0}，而
u = Σn

i=1x
′
i ⊗ yi ∈ Ker(f0 ⊗ id)，从而 u = 0，故 f 单。

习题 2.3

如果 f : A→ B 是环同态，而 M 是一个平坦 A-模，那么 MB = B ⊗A M 是一个平坦 B-模。
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2.10 代数

定义 2.42. 设 f : A→ B 是环同态，按公式 ab = f(a)b 定义 B 为一个 A-模，这样 B 就同时有了一
个 A-模结构和环结构，且两个结构协调。这样环 B 在赋予一个 A-模结构后，称为一个 A-代数。

注 2.43.

• 如果 A 是域 K，则 f 是单的，此时 K-代数就是包含 K 的一个环。

• 每个环都是 Z-代数，其中 f : n→ 1 + · · ·+ 1。

定义 2.44. 设 f : A → B 和 g : A → C 是两个环同态。一个环同态 h : B → C 如果还是 A-模同态，
就叫做 A-代数同态。

命题 2.45. h 是 A-代数同态当且仅当 h ◦ f = g。

证明. h 是 A-代数同态 ⇔ g(a)h(b) = ah(b) = h(ab) = h(f(a)b) = h(f(a))h(b)。

定义 2.46. 环同态 f : A→ B 叫做有限的，同时 B 叫做有限 A-代数，如果 B 作为 A-模是有限生成
的。同态 f 叫做有限型，同时 B 叫做有限生成的 A-代数，如果 B 存在 x1, · · · , xn 使得 B 每个元素
都可以写成以它们为变元，系数属于 f(A) 的多项式，一个等价的条件是：存在 A[t1, · · · , tn] 到 B 的
A-代数同态。

环 A 称为有限生成的，如果它作为 Z-代数是有限生成的，即存在 x1, · · · , xn 使得 A 的每个元素
都是他们的整系数多项式。

注 2.47. 有限生成代数不一定是有限代数，如 Z[x] 是有限生成的，但是它作为 Z-模不是有限生成的。

2.11 代数的张量积

定义 2.48. 设 B 和 C 是两个 A-代数，定义它们的张量积为 D，定义 D 上的乘法为 µ : D×D → D，
µ(b⊗ c, b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′，这个定义是合理的。

2.12 习题 2

1. 证明如果 m,n 互素，则 (Z/mZ)⊗Z (Z/nZ) = 0。

证明. 由裴蜀定理，存在 a, b ∈ Z使得 am+bn = 1，有 1⊗1 = 1⊗1(am+bn) = a(m⊗1)+b(1⊗n) =

0 + 0 = 0。

2. 设 A 是一个环，a 是 A 的理想，M 是一个 A-模，证明: 模 A/a⊗A M 与 M/aM 同构。

证明. 建立映射 f : ā⊗m→ am，容易证明这是良定义的。

如果 ā⊗m ∈ Ker(f)，则 am ∈ aM，即 a ∈ a，则 ā = 0，故 ā⊗m = 0，即 f 为同构。

3. 设 A 是一个局部环，M 和 N 都是有限生成的 A-模，证明：如果 M ⊗N = 0，那么 M = 0 或者
N = 0。
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证明. 记 A 的唯一极大理想为 m，考虑 B = A/m 为域，有 (B⊗M)⊗ (B⊗N) = 0，由题 2，B⊗M

同构于 M/mM，记为 MB。

根据命题我们有 Hom(MB⊗NB, NB) ∼= Hom(MB,Hom(NB, NB))，前者只包含平凡映射，而后者
只包含平凡映射说明 MB 和 NB 有一个为 0，再根据 Nakayama 引理，这说明 M = 0 或 N = 0。

4. 设 Mi 是任意一组 A-模，M 是它们的直和，证明：M 是平坦的 ⇔ Mi 都是平坦的。

证明. M 是平坦的 ⇔ 如果 A-模同态 f : N → N ′ 单，则 id ⊗ f : M ⊗ N → M ⊗ N ′ 单 ⇔ 如果
A-模同态 f : N → N ′ 单，则 (⊕Mi) ⊗ N → (⊕Mi) ⊗ N ′ 单 ⇔ 如果 A-模同态 f : N → N ′ 单，则
⊕(Mi ⊗N)→ ⊕(Mi ⊗N ′) 单 ⇔ 每个分量映射单 ⇔ Mi 平坦。

5. 设 A[x] 是环 A 上的一个变元的多项式环，证明：A[x] 是平坦 A-代数。

证明. 显然 A[x] 是 A-代数，只需 A[x] 是平坦的。

事实上，A[x] = ⊕(xi)，且 M ⊗ (xi) ∼= M ⊗ A ∼= M，故 f : M → M ′ 单显然推出 M ⊗ (xi) →
M ′ ⊗ (xi) 单，从而 (xi) 是平坦的，所以 A[x] 是平坦的。

6. 对任意 A-模 M；用 M [x] 表示 x 的系数属于 M 的多项式全体，证明 M [x] 为 A[x] 模，且 M [x] ∼=
A[x]⊗A M。

证明. M [x] 为 A[x] 模验证定义即可。

设 f : A[x] ⊗ M → M [x]，其中 f(Σaix
i ⊗ m) = σ(aim)xi。定义 g : M [x] → A[x] ⊗ M，

g(Σmix
i) = (

∑
xi)⊗mi。容易看出，f ◦ g = g ◦ f = id。

7. 设 p 是 A 中的素理想，证明 p[x] 是 A[x] 中的素理想。请问如果 m 是 A 中的极大理想，m[x] 是
否为 A[x] 中的极大理想？

证明. 考虑 f : A[x]→ (A/p)[x]，f 的核是 p[x]，而整环的多项式环也是整环，所以 p[x] 是素理想。对
极大理想不成立（(2) 是 Z 的极大理想，但是 (2)[x] 不是 Z[x] 的极大理想）。

8. i) 如果 M 和 N 都是平坦 A-模，那么 M ⊗A N 也是平坦的。

ii) 如果 B 是平坦 A-代数，而 N 是平坦 B-模，那么 N 也是平坦 A-模。

证明. i) 对任意 f : P → P ′，P ⊗ (M ⊗N) ∼= (P ⊗M)⊗ (P ⊗N)，显然单射和单射的张量积为单射。

ii) 对任意 A-模同态 f : P → P ′，P ⊗N ∼= (P ⊗B)⊗N ∼= P ⊗ (B ⊗N)，显然 P ⊗ (B ⊗N)→
P ′ ⊗ (B ⊗N) 单。

9. 设 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 是 A-模的正合序列，如果 M ′ 和 M ′′ 都是有限生成的，那么 M 也
是有限生成的。

证明. M 是 M ′ ⊕M ′′ 的像集，故 M 是有限生成的。

10. 设 A是环，a是包在环 A的大根中的一个理想，M 是一个 A-模，N 是有限生成的 A-模，u : M → N

是一个同态。证明：如果 u 诱导出的同态 M/aM → N/aN 是满的，那么 u 也是满的。
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证明. 考虑复合同态 u′ : M →M/aM → N/aN，同态为满射，从而 u(M)+aN = N，根据 Nakayama
引理的推论，M = N。

11. 设 A 是非 0 环，证明：Am ∼= An ⇒ m = n。

证明. 设 m 是 A 中的一个极大理想且设 φ : Am → An 是一个同构，则 id ⊗ φ : (A/m) ⊗ Am →
(A/m)⊗An 是域上 m 维和 n 维向量空间的一个同构，故 m = n。

12. 设 M 是有限生成的 A-模而 φ : M → An 是满同态，证明：Ker(φ) 是有限生成的。

证明. 存在 m使得有限生成的模M 同构于 Am 的一个商模 Am/B，故 Ker(φ)同构于一个商模 C/B，
我们有 (Am/B)/(C/B) ∼= An，从而 C ∼= Am−n，故 ker(φ) 是有限生成的。

13. 设 f : A→ B 是一个环同态，而 N 是一个 B-模，利用纯量局限的方法可将 N 看做 A-模，再造
B-模 NB = B ⊗A N。证明：将 y ∈ N 映射到 1⊗ y 的同态 g : N → NB 是单的而 g(N) 是 NB 的一
个直和项。

证明. g 显然是单的，定义 h : NB → N，h(b⊗ n) = bn，有 h ◦ g = id，有 NB
∼= Ker(h)⊕ Im(g)。

14. 一个偏序集 I 叫做正向集 (directed set)，如果对每一对 i, j ∈ I，存在 k ∈ I，使得 i ≤ k, j ≤ k。

设 A 是环，I 是正向集，(Mi)i∈I 是指标集为 I 的一族 A-模，对 I 中每一对满足 i ≤ j 的 i, j，
设 µij : Mi →Mj 是一个 A-同态，并假定下列公理被满足：

(1) 对任意 i，µii 是 Mi 中恒同映射

(2) µik = µjk ◦ µij , i ≤ j ≤ k

这时就说模 Mi 和同态 µij 形成一个正向集 I 上的正向系统 (direct system)M = (Mi, µij)。

我们将构造一个 A-模 M 叫做正向系统 M 的正向极限 (direct limit)。设 C 是 Mi 的直和，将每
个 Mi 与其在 C 中的典范象视为等同。D 是 C 中所有形如 xi − µij(xi), i ≤ j 且 xi ∈Mi 的元素生成
的子模，设 M = C/D，µ : C →M 是投影，µi 是在 Mi 上的限制。

模 M，或者更准确的说是 M 和映射族 µi : Mi →M 构成的对称为正向系统 M 的正向极限，记
作 lim→Mi，显然有 µi = µj ◦ µij , i ≤ j。

证明. 取 i ≤ j, xi ∈Mi，则 xi − µij(xi) ∈ D = ker(µ)，从而 µi(xi) = µ(xi) = µj(µij(xi))。

15. 证明：M 的每个元素能写成 µi(xi), xi ∈Mi 的形式，从而 µi 是满的。证明：若 µi(xi) = 0，则存
在 j ≥ i 使得在 Mj 中，µij(xi) = 0。

证明. 对 M 中的元素 m 存在 x ∈ C 使得 µ(x) = m，记 x =
∑

i∈S xi，S 有限，选择一个 j 使得
j ≥ i, ∀i ∈ S。记 xj =

∑
i∈S µij(xi) ∈Mj，有 x̄j = x̄，即 µ(xj) = µ(x) = m，故 µ(xj) = m。

若 µi(xi) = 0，则 xi ∈ D，记 xi =
∑n

j=1(yj−µjk(yj))，在每组 (j, k)中，j ≤ k，由于 µjj(yj) = yj，
不妨 j < k，记 xi =

∑
j zj，zj 是整理后的属于Mj 的部分，显然 zj 为一些 yj 和 −µpj(yp)的求和。而当

j 6= i时，zj = 0，取所有 j 的上确界 l，故有 µil(xi) = µil(zi) =
∑

j µjl(zj)，而考虑到 µjl(−µpj(yp)) =

−µpl(yp)，如此再把这个求和拆分开来，得到 µil(xi) =
∑n

j=1(µjl(yj)) −
∑n

p=1(µpl(yp)) = 0（容易看
出，角标 p 的个数就是角标 k 的个数，都是 n 个）。
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16. 证明正向极限（除差一同构外）由下述性质所刻画：设N 是一个 A-模，对任意 i ∈ I，设 αi : Mi → N

是 A-模同态，满足 αi = αj ◦µij , i ≤ j，则存在唯一一个同态 α : M → N 使得对任意 i有 αi = α◦µi。

证明. 考虑 α′ = ⊕αi : C → N，这个映射诱导出 α : C/D = M → N，这个诱导良定义是因为
α′(D) = 0（(⊕αi)(xi − µij(xi)) = αi(xi)− αj(µij(xi))) = 0）。

17. 设 (Mi)i∈I 是一 A-模的子集族，使得对每一对指数 i, j ∈ I，存在 k ∈ I 使得 Mi +Mj ⊆Mk，定
义 i ≤ j 如果 Mi ⊆Mj，设 µij : Mi →Mj 是嵌入映射，证明

lim
→

Mi = ΣMi =
⋃

Mi

证明. 第二个等号是显然的。只需证 lim→Mi = supMi。利用题 16，设 N 是一个 A-模，且有 αi 满
足题 16 的条件.

对 Mi

⋂
Mj 6= ∅，记 x ∈Mi

⋂
Mj，取 Mk 同时包含 Mi,Mj，有 αi(x) = (αk ◦ µik)(x) = αk(x)

（µik 是嵌入），αj(x) = (αk ◦ µjk)(x) = αk(x) = αi(x)。定义 α :
⋃
Mi → N：α(x) = αi(x), x ∈ Mi，

由上述讨论知，这个定义是良定义的。此时 αi = α ◦ µi。

18. 设 M = (Mi, µij),N = (Ni, νij) 是同一正向集上的 A-模的正向系统。设 M,N 是正向极限而
µi : Mi →M，νi : Ni → N 是相伴的同态。

同态 Φ : M→ N 由一族 A-模同态 ϕi : Mi → Ni 所定义，对 i ≤ j 有 ϕj ◦ µij = νij ◦ ϕi，证明 Φ

定义唯一一个同态 ϕ = lim→ ϕi : M → N 使得 ϕ ◦ µi = νi ◦ ϕi, ∀i ∈ I。

证明. 定义 αi = vi ◦ φi，有 αj ◦ µij = αi，利用 16 题存在 ϕ 满足条件。

19. 一个正向系统和同态的序列
M→ N→ P

称为正合的，如果对 ∀i ∈ I 相应的模与模同态的序列是正合的，证明这时正向极限序列 M → N → P

是正合的。

证明. 定义 Φ : M → N 相应的模同态为 ϕi，Φ : N → P 相应的模同态为 φi，三个正向系统的内部的
同态为 µij , νij , πij。记 ϕ : M → N，φ : N → P。

对 x ∈M，由题 15，x 可以写成 µi(xi) 的形式，由于 Mi → Ni → Pi 是正合的，再由题 18，故
有 φ(ϕ(µi(xi))) = φ(νi(ϕi(xi))) = πi(φi(ϕi(xi))) = πi(0)，即 Im(ϕ) ⊆ Ker(φ)。

设 y ∈ Ker(φ)，由题 15 有 y 可以写成 νi(yi)，0 = φ(νi(yi)) = πi(φi(yi))，利用题 15 的后半段，
πi(ti) = 0 ⇒ ∃j ≥ i, πij(ti) = 0，从而 piij(φiyi) = φi(νij(yi)) = 0，从而 νij(yi) ∈ Ker(φi) = Im(ϕi)，
记 νij(yi) = ϕj(xj)，我们有 y = νi(yi) = νj ◦ νij(yi) = νj(ϕj(xj)) = ϕ(νj(yj))，即 y ∈ Im(ϕ)。

综上 Im(ϕ) = Ker(φ)，故原序列正合。

20. 设 N 是一个 A-模，则 (Mi ⊗N,µij ⊗ id) 是一个正向系统，设 P = lim→(Mi ⊗N) 是正向极限。
对任意 i ∈ I 我们有同态 µi ⊗ id : Mi ⊗N →M ⊗N，由题 16 有同态 ϕ : P →M ⊗N。证明这是一
个同构，且使得

lim
→

(Mi ⊗N) ∼= (lim
→

Mi)⊗N
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证明. 由题 16 中的定义有 ϕ 是 ⊕(µi⊗ id) 的商映射限制。由于 ⊕(µi⊗ id) ∼= (⊕µi)⊗ id，从而 Ker(ϕ)
就是 Ker(⊕µi)⊗ 1 ∼= Ker(⊕µi) = D，也就是说，在商映射下 ϕ 是同构。

21. 设 {Ai}i∈I 是由正向集 I 所标号的一族环，对于 I 中每一对 i ≤ j，设 αij : Ai → Aj 是满足习题
14 中条件（1）（2）的同态，将每个 Ai 看做 Z-模，我们可以做出正向极限 A = lim→Ai。证明：A 从
Ai 继承了一个环结构，使得 Ai → A 是环同态。环 A 是系统 (Ai, αij) 正向极限。

如果 A = 0，证明对某个 i 有 Ai = 0。

证明. 交换幺环范畴下的正向极限。其中乘法定义为 xixj = αik(xi)αjk(xj)，这里 k 是 i, j 的任一上
界。并且 1A = αi(1Ai

)，可以看出这个 1 不依赖 i 的选择。

如果 A = 0，那么 1 = 0。则 αi(1) = 0, ∀i。由题 15，这表明存在 j 使得 αij(1) = 1Aj
= 0，从而

Aj = 0。

22. 设 (Ai, αij) 是环的正向系统，Ni 是 Ai 的小根，证明：lim→Ni 是 lim→Ai 的小根。若每个 Ai 是
整环，则 lim→Ai 是整环。

证明. 如果 a ∈ N(A)，即存在 n 使得 an = 0。设 a = αi(xi), xi ∈ Ai。则 αn
i (xi) = αi(x

n
i ) = 0。从而

存在 j 使得 αij(x
n
i ) = 0，即 αij(xi) ∈ N(Aj)。这表明 a ∈ lim→Ni。

反之，若 a ∈ lim→Nj，则 a = αi(ni) 其中 ni ∈ Ni。则存在 n 使得 an = αi(0) = 0。

23. 设 (Bλ)λ∈Λ 是一族 A-代数，对 Λ 的每个有限子集 J，设 BJ 为 Bλ, λ ∈ J 的张量积。设 J ′ 是 Λ

的另一个有限子集，且 J ⊆ J ′，则有典范 A-代数同态 BJ → BJ ′。令 B 表示当 J 跑过 Λ 一切有限子
集时环 BJ 的正向极限。环 B 有自然 A-代数结构，使得同态 Bj → B 是 A-代数同态。A-代数 B 叫
做族 (Bλ)λ∈Λ 的张量积。

24. 若 M 是一个 A-模，则下列陈述等价：

i) M 是平坦的

ii) 对任意 n > 0 和一切 A-模 N 都有 TorAn (M,N) = 0

iii) 对一切 A-模 N 都有 TorA1 (M,N) = 0

证明. 只需证 iii) 推 i)，事实上这是诱导长正合列的推论。

25. 设 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 正合，N ′′ 是平坦的，则 N ′ 平坦等价于 N 平坦。

证明. 同样是长正合列的性质。

26. 设 N 是一个 A-模，则 N 平坦等价于 Tor1(A/a, N) = 0 对所有 A 的有限生成理想 a 成立。

证明. 这个用到了 TorA
op

的整合列的性质。

27. 一个环 A 是绝对平坦的 (absolute flat)，如果对每个 A-模都是平坦的。证明下述陈述等价：

i) A 是绝对平坦的

ii) 每个主理想是幂等的

iii) 每个有限生成的理想是 A 的直和分量
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3 分式环和分式域

证明. A 绝对平坦等价于 A 的同调 Weak 维数为 0。这等价于 A 是 regular 环（A 被定义为 regular，
如果对任意 a ∈ A 都有 r ∈ A 使得 a = ara）。regular 环的性质有它的有限生成理想都是主理想，且
生成元为幂等元。

直和分量可由以下引理推出：一个理想 a ⊂ A 是环 A 的直和分量当且仅当 a 是主理想且由幂等
元生成。

以上证明可以参考 GTM196。

28. Boole 环是绝对平坦的，习题 1 中的题 7 的环是绝对平坦的。绝对平坦环的每个同态象是绝对平
坦的。若一个局部环是绝对平坦的，则它是一个域。

若 A 是绝对平坦的，A 中每个非可逆元是零因子。

证明. 验证很简单，剩下的都是 regular 环的性质。

3 分式环和分式域

定义 3.1. 设 A 的乘法封闭子集 (multiplicatively closed subset)S 是 A 的乘法半群的子半群（保持乘
法封闭性且包含 1），在 A× S 上定义等价关系：

(a, s) ≡ (b, t)⇔ ∃u ∈ S, (at− bs)u = 0

这个等价关系是良定义的（可以类比分式关系），将 (a, s) 所在等价类记为 a/s，并设 S−1A 是等价
类集，在等价类上按公式 (a/s) + (b/t) = (as + bt)/st, (a/s)(b/t) = (ab/st) 定义加法和乘法，这样在
S−1A 上引进了一个环结构，称它为分式环 (ring of fractions)。

习题 3.1

验证这个加法和乘法不依赖于代表元的选取，且构成交换幺环。

命题 3.2. 设 g : A→ B 是一个环同态使得对任意 s ∈ S，g(s) 都是 B 中的可逆元。那么存在唯一的
一个环同态 H : S−1A→ B 使得 g = h ◦ f，其中 f 为自然同态 A→ S−1A, f(x) = x/1。

证明. 唯一性显然。

令 h(a/s) = g(a)g(s)−1。显然 h 为环同态。假设 a/s = a′/s′，则存在 t ∈ S 使得 (as′− a′s)t = 0，
因此 (g(a)g(s′)− g(a′)g(s))g(t) = 0，由于 g(t) 可逆，从而 g(a)g(s)−1 = g(a′)g(s′)−1。

命题 3.3. 环 S−1A 和同态 f : A→ S−1A 具有以下性质：

1) s ∈ S ⇒ f(s) 是 S−1A 中的可逆元

2) f(a) = 0⇒ ∃s ∈ S, as = 0

3) S−1A 中任意元素都有形状 f(a)f(s)−1，其中 a ∈ A, s ∈ S。

命题 3.4. 设 g : A→ B 是一个环同态，具有性质：

i) s ∈ S ⇒ g(s) 是 B 中的可逆元

ii) g(a) = 0⇒ ∃s ∈ S, as = 0
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3 分式环和分式域

iii) B 中任意元素具有形状 g(a)g(s)−1

那么存在唯一的同构 h : S−1A→ B 使得 g = h ◦ f。

证明. 根据3.2，只需证 h(a/s) = g(a)g(s)−1 定义的 h 是同构。根据 iii)，h 是满的，若 h(a/s) = 0，
则 g(a) = 0，故存在 s ∈ S, as = 0，g(as) = 0 = g(a)g(s)，由于 g(s) 可逆，从而 g(a) = 0。从而 h 为
同构。

注 3.5. 对环 A 的素理想 p，明显 S = A− p 是乘法封闭的，记 S−1A = Ap，此时形如 a/s, a ∈ p 构
成一个理想 m。如果 b/t /∈ m，则 b ∈ S，故 b/t 可逆，故 m 是一个极大理想，而且进一步是唯一的
极大理想，故 Ap = S−1A 是局部环。

称 A 转化为 Ap 的过程的 A 的局部化 (localization)。

注 3.6. 设 S = {fn}n≥0，则此时 S−1A 记为 Af。

注 3.7. 记 A = k[t1, · · · , tn]，其中 k 是域，记 p 是 A 中素理想，这是 Ap 是所有形如 f/g 的有理函
数的集合，且 g /∈ p。设 V 是由理想 p 定义的簇，即所有 x ∈ kn 使得 f(x) = 0∀f ∈ p，这时，若 k

是无限域，Ap 与在 V 上几乎所有点有定义的函数组成的环相重合，称为 kn 沿簇 V 的局部环。

定义 3.8. 记 A-模 M，在 M ×S 上定义 (m, s) ≡ (m′, s′)⇔ ∃t ∈ S, t(sm′− s′m) = 0，同样这是一个
等价关系，且这些等价类集合记为 S−1M，它是一个 S−1A-模。如果 S−1A 为 Af , Ap，相应的 S−1M

为 Mf ,Mp。

命题 3.9. A-模同态 u : M → N 诱导出 S−1A-模同态 u′ = S−1u : S−1M → S−1N，其中 u′(m/s) =

u(m)/s。且有 S−1(v ◦ u) = S−1v ◦ S−1u。

命题 3.10. 设 M ′ f−→M
g−→M ′′ 正合，则 S−1M ′ S−1f−−−→ S−1M

S−1g−−−→ S−1M ′′ 正合。

命题 3.11. 如果 N,P 是 M 的子模，那么：

i) S−1(N + P ) = S−1N + S−1P

ii) S−1(N
⋂
P ) = S−1N

⋂
S−1P

iii) S−1(M/N) ∼= (S−1M)/(S−1N)

命题 3.12. 按 f((a/s)⊗m) = am/s 定义了一个 S−1A⊗M → S−1M 的同构。

证明. 显然 f 是满的。

记 Σi(ai/si)⊗mi 是 S−1A⊗M 的任意元素，这个元素可以写成 1
s
⊗m的形式（类似于通分操作），

其中 s = Πisi。若 f( 1
s
⊗m) = 0，则 m/s = 0，因此存在 t ∈ S 使得 tm = 0，从而 1

s
⊗m = 1

st
⊗0 = 0，

故 f 是单的。

推论 3.13. S−1A 是平坦模。

命题 3.14. 对任意模 M,N，存在唯一的模同构 f : S−1M ⊗S−1N → S−1(M ⊗N) ，其中 f((m/s)⊗
(n/t)) = m⊗ n/st。

3.1 局部性质

定义 3.15. 环 A（或模 M）具有局部性质 (lacal properties)P 是指，如果有 A 满足 P ⇔ 对任意素
理想 p，Ap（或 Mp）也满足 P。
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3 分式环和分式域

命题 3.16. M 是一个 A-模，以下断言等价：

• M = 0

• 对任意素理想 p，Mp = 0

• 对任意极大理想 m，Mm = 0

证明. 显然只需证 3→ 1。

若 M 非 0，取非零元 x，记 a = Ann(x)，取包含它的极大理想 m，有 Mm = 0，显然 x/1 ∈Mm，
有存在 t ∈ S = A−m 使得 tx = 0，从而 t ∈ Ann(x) ⊆ m，矛盾。

命题 3.17. 设 ϕ : M → N 是 A-模同态，那么以下断言等价：

• ϕ 是单的

• 对每一个素理想 p，ϕp : Mp → Np 单

• 对每一个极大理想 m，ϕm : Mm → Nm 单

把单改为满也是成立的。

证明. 仍然是只需要证明 3→ 1。

令 M ′ = Ker(ϕ)，那么序列 0 → M ′ → M → N 正合序列，因此 0 → M ′
m → Mm → Nm 正合。

由于 ϕm 单，故 M ′
m = 0，即 M ′ = 0，故 ϕ 是单的。

命题 3.18. 对任意 A-模 M，以下断言等价：

• M 是平坦 A-模

• 对任意素理想 p，Mp 是平坦 A-模

• 对任意极大理想 m，Mm 是平坦 A-模

证明. 仍然只需证明 3→ 1。

如果 N → P 是 A-模单同态，有 Nm → Pm 单，有 Mm ⊗Nm →Mm ⊗ Pm 单，有 (M ⊗N)m →
(M ⊗ P )m 单，有 M ⊗N →M ⊗ P 单，故 M 平坦。

3.2 理想在分式环中的扩张和局限

定义 3.19. A 中的理想在 f : A → S−1A, f(x) = x/1 中的像生成的理想称为分式环的扩理想，局限
理想同理。用 C 表示局限理想的集合，E 表示扩理想的集合（对比1.32）。

注 3.20. 理想 a 的扩理想是 S−1a。

命题 3.21. 有如下结论成立：

i) S−1A 的每个理想都是扩理想；

ii) 如果 a 是 A 中的理想，则 aec =
⋃

s∈S(a : s)，因此 ae = (1)⇔ a
⋂
S 非空。

© f.p. (1800010614@pku.edu.cn) 30 2021 秋



3 分式环和分式域

iii) a ∈ C ⇔ S 中没有一个元素是 A/a 的零因子。

iv) S−1A 中的素理想在对应 (p→ S−1p) 之下与 A 的那些与 S 不相交的素理想一一对应。

v) 运算 S−1 与作有限和、积、交和求根运算可交换。

证明. i) 设 b 是 S−1A 的理想，设 a/s ∈ b，则 a/1 ∈ b，从而 a ∈ bc，从而 a/s ∈ bce，即 b ⊆ bce，从
而 b = bce。

ii) 若 x ∈ aec = (S−1a)c，则 f(x) = x/1 ∈ S−1a，即存在 a/s = x/1, s ∈ S, a ∈ a，则存在
s′, (a− xs)s′ = 0，则 xss′ = as′ ∈ a，故 x ∈ (a : ss′)。

若 xs ∈ a，则 xs/s = x/1 ∈ S−1a，则 x ∈ aec。

iii)设 a = bc 其中 b为 S−1A的理想。若 x̄ȳ = 0，则 xy ∈ a，f(xy) ∈ b，从而 f(x) = x/1, f(y) =

y/1 均不可逆，故 x, y /∈ S。

反之同理。

iv) 只需证在分式环自然同态下素理想的像是素理想。事实上，如果 p 是素理想，则 A/p 是整环，
有 S−1A/S−1p ∼= S̄−1(A/p)，后面这个环要么是零环，要么在整环 A/p 的分式域中，因此是整环，故
原命题成立。

v) 易证。

推论 3.22. S−1N 是 S−1A 的小根。

推论 3.23. 设 p 是素理想，则 Ap 的素理想与 A 的包含在 p 中的素理想一一对应。

命题 3.24. 设 M 是有限生成的 A-模，有 S−1(Ann(M)) = Ann(S−1M)。

证明. 首先，若 xM = 0，则 x/s ·m/s′ = 0，故 x/s ∈ Ann(S−1M)。反之若 x/s · S−1M = 0，则对
任意 m ∈M 存在 s’ 使得 xms′ = 0，由于 M 是有限生成的，记有限生成元组为 m1,m2, · · · ,mt，对
应的 s′1, · · · , s′t，从而 xs′1 · · · s′t ∈ Ann(M)，从而 x/s = xs′1 · · · s′t/ss′1 · · · s′t ∈ S−1(Ann(M))。

推论 3.25. 设 N 和 P 是子模，且 P 是有限生成的，则 S−1(N : P ) = (S−1N : S−1P )。

证明. 事实上，(N : P ) = Ann((N + P )/N)。

命题 3.26. 设 A→ B 是环同态，p 是 A 的素理想，那么 p 是 B 中的一个素理想的局限理想等价于
pec = p

3.3 习题 3

1. 设 S 是环 A 的乘法封闭子集，M 是有限生成 A-模，证明：S−1M = 0 当且仅当存在 s ∈ S 使得
sM = 0。

证明. m/s = 0 ⇔ ∃s′, s′m = 0，由于 M 有限生成，对 M 的一组基，记对应的 s′ 为 s1, · · · , sn，则
s = s1s2 · · · sn 使得 sM = 0。

2. 设 a 是环 A 中的理想，S = 1 + a。证明：S−1a 含于 S−1A 的大根之中。
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证明. 对任意 a/s ∈ S−1a，只需证对任意 a′/s′ ∈ S−1A 都有 1− aa′/ss′ 可逆。

事实上，s = 1 + a′′, s′ = 1 + a′′′，故 ss′ − aa′ = 1 + a′′ + a′′′ + aa′ ∈ S。

3. 设 A 是环，S 和 T 是 A 的两个乘法封闭子集，又设 U 是 T 在 S−1A 中的象。证明：环 (ST )−1A

与 U−1(S−1A) 同构。

证明. f(a/st) = 0 ⇔ ∃t′/1 ∈ U, t′a/s = 0，这等价于 ∃s′, t′s′a = 0，即有 a/st = as′t′/sts′t′ = 0，故
为同构。

4. 设 f : A→ B 是环同态，S 是 A 的一个乘法封闭子集。设 T = f(S)，求证：S−1A 与 T−1B 作为
S−1A-模是同构的。

证明. 若 a/s 是核，则存在 t′ = f(s′) 使得 t′f(a) = 0，从而 as′/ss′ = 0。

5. 设 A 是环。又设对每个素理想 p，局部环 Ap 没有非零幂零元。如果每个 Ap 是整环，问 A 是否一
定是整环？

解. 由于 S−1N 是 S−1A 的小根，故 Ap 的小根为 0 推出 S−1N 为 0，取 x ∈ N，对任意 x/s 存在 s′

使得 xs′ = 0。若 x 不为 0，记包含 Ann(x) 的极大理想为 m，它是一个素理想，令 S = A−m，有矛
盾。故 N = 0。

记 A = Πki 是 n 个域的积，显然它不是整环。它的所有素理想为

{ai|ai为所有满足在第 i 位为 0 的元素组成的集合}

即为 0ki × Πj ̸=ikj，则 A = k×i Πj ̸=ikj，若 Ap 中的元素 a/b 是 c/d 的零因子，则存在 x ∈ S 使得
acx = 0，则 x 在 ac 所有非 0 的分量上取 0，若 c ∈ S，则 a/b = acx/bcx = 0，若 c /∈ S，则取 c′ 为
把 c 第 i 个分量改为 1，此时 c′ ∈ S，且 acx = 0，故 a/b = ac′x/bc′x = 0，从而 Ap 是整环。

6. 设 A 是非零环，Σ 是 A 的一切不含 0 的乘法封闭子集 S 的集合。证明：Σ 中有极大元，而 S ∈ Σ

是极大的当且仅当 A− S 是 A 的极小素理想。

证明. Zorn 引理，显然有极大元素。

若 S 是极大的，对任意 a ∈ A−S，集合 {ans, s ∈ S.n ≥ 0}是极大的，从而由极大性，该集合包含
0，从而存在 n和 s使得 ans = 0，对 x, y ∈ A−S，有 xns1 = 0, yms2 = 0，从而 (x+y)m+n−1s1s2 = 0，
故 x+ y ∈ A− S，且 (rx)ns = 0，故 A− S 是一个理想。若 (xy)ns = 0，则 x 和 y 必有一个不在 S

中，故 A− S 是素理想，由 S 极大，故 A− S 极小。

反之同理。

7. 环 A 的乘法封闭子集 S 称作饱和的 (saturated)，如果

xy ∈ S ⇔ x ∈ S, y ∈ S

证明：i) S 是饱和的 ⇔ A− S 是素理想的并

ii) 如果 S 是 A 的任一乘法封闭子集，那么存在唯一的含有 S 的最小的饱和的乘法封闭子集 S̄，
且 S̄ 是与 S 不相交的素理想的并在 A 中的补集。

如果 S = 1 + a，这里 a 是 A 的理想，求 S̄。
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证明. i) 若 S 是饱和的，对 x ∈ S 有 1x ∈ S，故 1 ∈ S，从而 S 包含所有可逆元。对 x /∈ S，记包
含 x 且与 S 不相交的所有理想构成的集合为 Σ，它有一个元素 (x)，则由 Zorn 引理它包含一个极大
元 p，显然 p 是素的。有 A− S =

⋃
p

若 A− S 是素理想的并，设 xy ∈ S, x ∈ A− S 根据理想的性质这是显然矛盾的。

ii) 按 S̄ 的定义来，显然它饱和且最小。

若 S = 1 + a，则对每个包含 a 的理想 m，有 S
⋂
m = ∅，否则 1 ∈ m，从而 S̄ = A−

⋃
a⊆m m。

其中 m 极大。

8. 设 S, T 是 A 的乘法封闭子集，使得 S ⊆ T，设 ϕ : S−1A → T−1A 是同态，它将 a/s ∈ S−1A 映
射到 a/s ∈ T−1A。证明下述论断等价：

i) ϕ 是一一映射

ii) 对每个 t ∈ T，t/1 是 S−1A 中的可逆元

iii) 对每个 t ∈ T，存在 x ∈ A，使得 xt ∈ S

iv) T 含于 S 的饱和化中

v) 与 T 相交的每个素理想也与 S 相交

证明. 若 ϕ 是一一映射有 1/t 的原像存在，故 t/1 可逆。

若 ii) 成立存在 a/s 使得 ta/s = 1，即存在 s′(at− s) = 0，故 s′at = ss′ ∈ A

若 iii) 成立对每个 t，有 xt ∈ S ⊆ S̄，从而 t ∈ S̄

若 iv) 成立显然 v) 成立

若 v) 成立，显然 iv) 成立，有 tA
⋂
S 6= ∅，故 iii) 成立，此时显然 i) 成立。

9. A 中一切非零因子的集合 S0 是 A 中饱和的乘法封闭子集。因此 A 中零因子的集合 D 是素理想的
并（习题 1 第 14 题）。证明：A 的每个极小素理想都含于 D 中

环 S−10 A 叫做 A 的全分式环 (total ring of fractions)。证明：

i) S0 是 A 中使得同态 A→ S−10 A 是单的最大的乘法封闭子集

ii) S−10 A 中每个元或是零因子或是可逆元

iii) 若一环中每个非可逆元是零因子，则该环与其全分式环相等（即 A→ S−10 A 是一一映射）。

证明. 对 A 的极小素理想 p，记 p
⋂
D = q，若 xy ∈ q，x 和 y 必有一个为零因子，若 x, y ∈ q，则

x+ y 也是零因子，故 q 是素理想，由极小性，p = q。

i) A→ S−10 A 是单的等价于对任意 a 6= b ∈ A，不存在 s ∈ S0 使得 s(a− b) = 0，即 S ⊆ S0

ii) 若 a/s 不可逆，则 a /∈ S，即 A 是零因子，则 a/s 是零因子。

iii) 利用第 8 题。

10. 设 A 是环。

i) 如果 A 绝对平坦，S 是 A 中任一乘法封闭子集，那么 S−1A 仍然绝对平坦

ii) A 绝对平坦 ⇔ 对 A 的每个极大理想 m，Am 是域
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证明. A 是绝对平坦，故 A 的每个非可逆元是零因子。

i) 由题 9，它和 A 是一一映射

ii) 若 A 绝对平坦，由 i)Am 绝对平坦

若对 A 的每个极大理想 m，Am 是域，令 M 是一个 A-模，Mm 是一个 Am 模，他是一个自由
Am-模，从而平坦，故 M 平坦。

11. 设 A 是环，求证下述命题等价：

i) A/N 绝对平坦

ii) A 中每个素理想都是极大的

iii) Spec(A) 是 T1 空间

iv) Spec(A) 是 Hausdorff 空间

如果这些条件成立，求证：Spec(A) 紧且完全不连通。

证明. 若 i) 成立，则每个极大理想 m/N 都是域只有平凡理想，从而每个素理想都是极大的。反之同
理。

若 ii) 成立，单点集是闭集，易有 iii) 成立，反之亦然。

若 i) 成立，令 x, y 是两个不同的素理想，有 px + py = (1)，从而存在 a + b = 1, a ∈ px, b ∈ py，
由于 A 绝对平坦，故 A 的主理想都是幂等的，从而 a = a2s, b = b2t，令 c = b(1− as)，有 ac = 0，有
1 = a + b = a + abs + c = a(bs + 1) + c，从而 (a, c) = 1。考虑 Xa 和 Xc，Xa

⋂
Xc = Xac = X0 =

∅, Xa

⋃
Xc = (V (a)

⋂
V (c))c = (V (1))c = X，从而 X 是 Hausdorff 的。且有 SpecA 不连通。

显然 iv) 有 iii)。

12. 设 A 是整环，M 是 A-模。M 中元素 x 称作 M 中的扭元 (torsion element)，如果 Ann(x) 6= 0，
即如果 x 被 A 中某个非零元零化。证明：M 中的扭元组成 M 的一个子模。这个子模称作 M 的扭子
模 (torsion submodule)，表作 T (M)。如果 T (M) = 0，模 M 称为无扭的 (torsion-free)。证明：

i) 如果 M 是任意 A-模，则 M/T (M) 是无扭的

ii) 如果 f : M → N 是模同态，那么 f(T (M)) ⊆ T (N)。

iii) 如果 0→M ′ →M →M ′′ 是正合序列，那么 0→ T (M ′)→ T (M)→ T (M ′′) 也是正合序列

iv) 如果 M 是任意 A-模，那么 T (M) 是 M 到 K ⊗A M 中的映射 x 7→ 1⊗ x 的核，这里 K 是
A 的分式域。

证明. i) 令 x̄ ∈ M/T (M)，若 x̄ȳ = 0ȳ 6= 0，则 xy ∈ T (M)，即存在 z 6= 0 使得 xyz = 0，此时若
x̄ 6= 0，则有 yz = 0，故 y ∈ T (M) 矛盾。

ii) 设 x ∈ T (M)，设 x 被 a 6= 0 零化。则 af(x) = f(ax) = f(0) = 0。从而 f(T (M)) ⊂ T (N)。

iii) 由 ii) 很容易推出 0 → T (M ′) → T (M) 是正合的，故只需证明右侧是正合的。设 x ∈
Ker(T (M)→ T (M ′′))，这表明 x ∈ Ker(M →M ′′)。从而 x ∈ Im(M ′ →M)。把 M ′ 视为 M 的子模，
这意味着 x ∈M ′。由于 x 被某个非零元零化，这表明 x ∈ T (M ′)，从而 x ∈ ImT (M ′)→ T (M)。

iv) 显然 1⊗ x = 0 ⇐⇒ ax = 0 对某些 0 6= a ∈ A。
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13. 设 S 是整环 A 的乘法封闭子集，用题 12 的记号，证明：T (S−1M) = S−1(TM)，推出下列命题
等价：

i) M 是无扭的

ii) 对一切素理想 p，Mp 是无扭的

iii) 对所有极大理想 m，Mm 是无扭的

证明. 对 m 是扭元，m/s 显然可以被非零元零化，若 m/s 被 a/s′ 零化，则存在 s′′am = 0，故 M 是
扭元。上述三条等价可以由这个命题立得。

14. M 是 A-模，a 是 A 的理想，设对一切极大理想 m ⊇ a，有 Mm = 0，证明：M = aM

证明. 由分式模的性质，0 = Mm/(aM)m ∼= (M/aM)m ∼= S−1A⊗ (M/aM)

15. 设 A 是环，F 是 A-模 An，证明：F 的每个由 n 个生成元构成的集合是 F 的基。

证明. 令 x1, · · · , xn 是一组生成元集，用 ei 表示第 i 个分量为 1 其余为 0 的元素，所有 ei 构成一组
基。记 ϕ : ei → xi，ϕ 是满射，只需证 ϕ 是同构。由3.17，不妨 A 是局部环。

设 N 是 ϕ 的核，令 k 是 A/m 为 A 的同余类域，由于 F 是平坦 A-模，正合序列

0→ N → F → F → 0

产生正合序列
0→ k ⊗N → k ⊗ F → k ⊗ F → 0

由于 k ⊗ F → k ⊗ F 满，故 0 = k ⊗N = (A/m)⊗N ∼= N/mN，由第二章 12 题，N 是有限生成的，
由 Nayakama 引理，N = 0，因此 ϕ 是同构。

16. 设 B 是平坦 A-代数，则下列条件等价：

i) 对一切 A 的理想 a，aec = a

ii) Spec(B)→ Spec(A) 是满映射

iii) 对 A 的每个极大理想 m，有 me 6= (1)

iv) 如果 M 是任意非零 A-模，那么 MB 6= 0

v) 对每个 A-模 M，M 到 MB 中的映射 x→ 1⊗ x 是单的

这时 B 称作在 A 上忠实平坦 (faithfully flat)。

证明. 如果 i) 成立，f∗ : SpecB → SpecA 由 f∗(q) = qc 给出，有 f∗pe = p，从而满。

如果 ii) 成立，如果 me = (1)，设 f∗(q) = m，则 me ⊆ m，矛盾。

如果 iii)成立，假设 MB = B⊗AM = 0，由于 B 平坦，从而对 M 的一切子模 M ’都有 M ′
B = 0，

考虑所有循环子模 Ax，它同构于 A 的一个商环，记为 A/a，则 0 = (Ax)B ∼= B ⊗A/a ∼= B/aB，从
而 ae = B，取极大理想 m ⊇ a，有 me = (1) 矛盾。

如果 iv) 成立，显然 x→ 1⊗ x 单

如果 v) 成立，假设 a ⊊ aec，则 aec/a 非零，记 M = A/a，MB = B ⊗A (A/a) ∼= B/aB ∼= B/ae，
从而 M →MB 的核为 aec/a，矛盾。
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17. 设 A
f−→ B

g−→ C 是环同态，如果 g ◦ f 平坦，而 g 忠实平坦，则 f 平坦。

证明. 对任意一个 A-模单同态 M →M ′，由于 g ◦ f 平坦从而 M ⊗A C →M ′ ⊗A C 是单射。

由作业 2.2 的性质有 M ⊗A C ∼= M ⊗A (C ⊗B B) ∼= M ⊗A B ⊗B C

由于 g 是忠实平坦，从而存在 M ⊗A B →M ⊗A B ⊗B C 的单射。

有如下示意图：

M ⊗A B
单，记为 u−−−−−−−−−→M ⊗A B ⊗B C

单，记为 v−−−−−−−−−→M ′ ⊗A B ⊗B C

M ′ ⊗A B
单，记为 i−−−−−−−−→M ′ ⊗A B ⊗B C

从而 j : M ⊗A B →M ′ ⊗A B 只能单，否则 v ◦ u 单，但是 i ◦ j 不单。

18. 设 f : A→ B 是环的平坦同态，设 q 是 B 的素理想，令 p = qe。那么 f∗ : Spec(Bq)→ Spec(Ap)

是满映射。

证明. 有 Bp 在 Ap 上平坦，Bq 是 Bp 的局部环，因此在 Bp 上平坦，因此 Bq 在 Ap 上平坦。它满足
16 题第三问的结论，从而第二问成立。

19. 设 A 是环，M 是 A-模，用 Supp(M) 表示 A 中使得 Mp 6= 0 的素理想 p 的集合，称 Supp(M)

是 M 的支集。证明：

i) M 6= 0⇔ Supp(M) 6= ∅

ii) V (a) = Supp(A/a)

iii) 如 0→M ′ →M →M ′′ → 0 是正合序列，那么 Supp(M) = Supp(M ′)
⋃

Supp(M ′′)

iv) 如果 M = ΣMi，那么 Supp(M) = Supp(Mi)

v) 若 M 是有限生成的，那么 Supp(M) = V (Ann(M))

vi) 若 M,N 有限生成，那么 Spec(M ⊗N) = Supp(M)
⋂

Supp(N)

vii) 若 M 有限生成，a 是 A 的理想，那么 Supp(M/aM) = V (a+ Ann(M))

viii) 若 f : A→ B 是环同态，M 是有限生成 A-模，那么 Supp(B ⊗A M) = f∗−1(Supp(M))

证明. i) 显然 M = 0 时对任意 p 都有 Mp = 0，故 Supp(M) = 0。

根据3.16若任意 p 都有 Mp = 0，则 M = 0

ii)
p /∈ Supp(A/a)

⇔Mp = 0

⇔∀x ∈ A, ∀s ∈ A− p, ∃t ∈ A− p, t(sx̄) = 0

⇔∀x ∈ A, ∀s ∈ A− p, ∃t ∈ A− p, tsx = 0

⇔∀x ∈ A, ∀s ∈ A− p, ∃t ∈ A− p, tsx ∈ a

若 a 不在 p 中，则取 t ∈ a ∩ (A− p)，则显然 tsx ∈ a。
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若 a ⊆ p，取 x ∈ A− p，则由素理想的定义 tsx /∈ p，故此时 tsx /∈ a，故 p ∈ Supp(A/a)

iii) 有 0→M ′
p →Mp →M ′′

p → 0 是正合序列，Mp = 0⇔M ′
p = M ′′

p = 0

iv) 若 Mip 6= 0，则 Mp 6= 0，反之若 ∀i Mip = 0，则考虑 ⊕Mi → M 的自然映射，它诱导出
⊕Mip →Mp，故 Mp = 0。

v) 令 a1, · · · , an 是生成元，则 Supp(M) =
⋃

Supp((ai))

考虑 A 在 (ai) 上的群作用，记 f : A → (ai), a 7→ aai，映射的核为 Ann((ai))，它为 A 的理想，
且 A/Ann((ai)) ∼= (ai)。故 Supp((ai)) = Supp(A/Ann((ai))) = V (Ann((ai)))。

故 Supp(M) =
⋃
V (Ann((ai))) = V (Ann(M))

vi) (M ⊗N)p = Mp ⊗Np

vii) M/aM ∼= A/a⊗M

viii) 令 q 是 B 的素理想，且 p = qc。

若 q ∈ Supp(B)，则
(B ⊗A M)q ∼= (Bq ⊗A M) ∼= Bq ⊗Ap

Mp

从而 Mp = 0 有 (B ⊗M)q = 0

反之，若 (B ⊗M)q = 0，根据 M 有限生成，不妨生成元只有一个，而 Bq 有不为 0 的基，故
Mp = 0。

20. 设 f : A→ B 是环同态，f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 是与 f 相伴的映射。证明：

i) A 的每个素理想都是局限理想 ⇔ f∗ 是满映射.

ii) B 的每个素理想都是扩理想 ⇒ f∗ 是单映射。

ii) 的逆是否成立？

证明. 每个 B 中的素理想的逆为 A 的一个素理想，则如果 f∗ 是满射代表 A 的每个素理想都是局限
理想，f∗ 是单射代表 B 的每个素理想是局限理想的扩理想。

ii) 的逆不成立，可以有 A 中的素理想的扩理想不是 B 中的素理想。

21. i)设A是环，S是A的乘法封闭子集，ϕ : A→ S−1A是典范同态，证明:ϕ∗ : Spec(S−1A)→ Spec(A)
是 Spec(S−1A) 到它在 X = Spec(A) 中的像的同胚。这个像用 S−1X 表示。

ii) 设 f : A → B 是环同态，设 X = Spec(A), Y = Spec(B)，并设 f∗ : Y → X 是与 f 相伴的
映射。将 Spec(S−1A) 与它在 X 中的典范象 S−1X 等同，将 Spec(S−1B) = Spec(f(S)−1B) 与它在
Y 中的典范象 S−1Y 等同，证明：S−1f∗ : Spec(S−1B)→ Spec(S−1A) 是 f∗ 在 S−1Y 上的限制，且
S−1Y = f∗−1(S−1X)、

iii) 设 a 是 A 的理想，b = ae 是它在 B 中的扩张，令 f̄ : A/a → B/b 是由 f 诱导的同态，若
Spec(A/a) 与它在 X 中的典范象 V (a) 等同，SpecB/b 与它在 Y 中的象 V (b) 等同，证明：f̄∗ 是 f∗

在 V (b) 上的限制

iv) 设 p 是 A 的素理想，在 ii) 中取 S = A− p，再如 iii) 那样 mod S−1p 约化。推出 Y 的子空
间 f∗−1(p) 自然同胚于 Spec(Bp/pBp) = Spec(k(p)⊗A B)，这里 k(p) 是局部环 Ap 的同余类域。

Spec(k(p)⊗A B) 称为 f∗ 在 p 上的纤维。
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证明. i) 根据3.21第四问，可得这是个一一对应的同态，即为同胚。

ii) Spec(S−1B)→ Spec(S−1A) 诱导了 S−1Y → S−1X。

对 q ∈ Y，f(S) ∩ q 6= ∅ ⇔ ∃s, f(s) ∈ q ⇔⇔ s ∈ f−1(q) ⇔ S ∩ f−1(q)∅，从而 S−1Y =

f∗−1(S−1X)。

22. 设 A 是环，p 是 A 的素理想。那么 Spec(Ap) 在 Spec(A) 中的典范象等于 p 在 Spec(A) 中一切开
邻域的交。

证明. 由3.21可得这个像为所有包含于 p 的素理想。

对 f ∈ A，记 X = Spec(A)，若 p ∈ Xf，则所有含于 p 的素理想也在 Xf 中。且对任意一个不含
于 p 的理想 q，取 f ∈ q ∩ (A− p)，则 p ∈ Xf , q /∈ Xf。

23. 设 A 是环，X = Spec(A)，U 是 X 中的主开集（即对某个 f ∈ A,U = Xf）

i) 如果 U = Xf，证明环 A(U) = Af 只依赖于 U 而不依赖于 f

ii) 设 U ′ = Xg 是使得 U ′ ⊆ U 的另一主开集，证明对某个整数 n > 0 和某个 u ∈ A，有方程
gn = uf，利用这定义一个同态 ρ : A(U) → A(U ′) 即 (Af → Ag)，它将 a/fm 映射到 aum/gmn，证
明:ρ 只依赖于 U 和 U ′，这个同态被称为限制同态。

iii) 若 U = U ′ 那么 ρ 恒同

iv) 若 U ⊇ U ′ ⊇ U ′′ 是 X 中的主开集，证明：图表 A(U)→ A(U ′′), A(U)→ A(U ′)→ A(U ′′) 交
换

v) 设 x(= p) 是 X 中的一个点，证明：

lim
→

A(U) ∼= Ap,其中x ∈ U

对 X 中的每个主开集 Up 指定的一个环 A(U) 和适合上面条件 iii) 和 iv) 的限制同态 ρ，构成了
开集基 (Xf )f∈A 的予层，v) 指出这个予层的茎的响应的局部环 Ap。

证明. i) 设 f, g 使得 Xf = Xg = U，只需证此时 Af
∼= Ag。

考虑第三章第七题的第二问的结论，设 T = {f, f2, f3, · · · }，有 T 为所有不含 f 的素理想的并的
补集，故 T = {g, g2, · · · }，且 T 为饱和乘法封闭子集。

由第八题的结论，Af 与 T−1A 是存在一一映射的，Ag 也一样，故 Af
∼= Ag，即 A(U) 仅依赖于

U。

ii) 由题，包含 f 的素理想一定是包含 g 的，从而 (f) 的根理想包含 (g) 的根理想。

从而 g ∈ r((g)) ⊆ r((f))，即有 gn = uf。

iii) 显然。

24. 予层有下面的性质：设 (Ui)i∈I 是由主开集构成的 X 的一个覆盖。对每个 i ∈ I，设有 si ∈ A(Ui)

使得对每队 i, j，si, sj 在 A(Ui

⋂
Uj) 中的象是恒等的。那么存在唯一的 s ∈ A(= A(X))，它在 A(Ui)

中的象是 si（这实际上蕴含着予层是一个层）。

证明.
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25. 设 f : A→ B，g : A→ C 是环同态，设 h : A→ B⊗AC 由 h(x) = f(x)⊗g(x)定义，令 X,Y, Z, T

分别是 A,B,C,B ⊗A C 的素谱，那么 h∗(T ) = f∗(Y )
⋂
g∗(Z)。

26. 令 (Bα, gαβ) 是一个环的正向系统。B 是正向极限，对每个 α 设 fα : A→ Bα 是环同态，使得只
要 α ≤ β，就有 gαβ ◦ fα = gβ（即 Bα 组成一个 A-代数的正向系统），fα 诱导出 f : A → B，证明：
f∗(Spec(B)) =

⋂
α f
∗
α(Spec(Bα))

27. i) 设 fα : A → Bα 是任意一个 A-代数的有限族，设 f : A → B 是它们在 A 上的张量积，那么
f∗(Spec(B)) =

⋂
α f
∗
α(Spec(Bα))

ii) 设 fα : A → Bα 是任意一个 A-代数的有限族，设 B = ΠαBα。令 f(x) = (fα(x)) 定义
f : A→ B，那么 f∗(Spec(B)) =

⋃
α f
∗
α(Spec(Bα))

iii) 设 f : A→ B 是环同态，那么 X = Spec(A) 中形如 f∗(Spec(B)) 的子集满足拓扑空间中闭集
的公理，相应的拓扑称为 X 上的可构造拓扑，它比 Zariski 拓扑细

iv) 设 XC 表示赋予了可构造拓扑的集合 X，证明 XC 是拟紧的。

28. i) 对每个 g ∈ A，集合 Xg（第一章习题 17）在可构造拓扑中既开又闭

ii) 用 C ′ 表示 X 中如下性质的最小拓扑，即使得集合 Xg 既开又闭，用 XC′ 表示被赋予这个拓
扑的 X。证明:XC′ 是 Hausdorff 空间

iii) 推出恒等映射 XC → XC′ 是同胚，因此对某个 f : A → B，X 的子集 E 具有 F ∗(Spec(B))

形状当且仅当它在拓扑 C ′ 中闭

iv) 拓扑空间 XC 是紧 Hausdorff 空间且完全不连通

29. 设 f : A→ B 是环同态，证明:f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 对于可构造拓扑来讲是连续闭映射

30. 证明在 Spec(A) 上的 Zariski 拓扑与可构造拓扑相同当且仅当 A/N 是绝对平坦的。

4 准素分解

定义 4.1. 环 A 中的理想 q 是准素 (primary) 的，如果 q 6= A 且 xy ∈ A ⇒ x ∈ q或∃n > 0, yn ∈ q

（即有三种情况:x ∈ q, y ∈ q, xm ∈ q且yn ∈ q,m > 1, n > 1）。换句话说，q 是准素的 ⇔ 商环非零且它
的每个零因子都是幂零的。

命题 4.2. 令 q 是环 A 中的准素理想，那么 r(q) 是包含 q 的最小素理想。

证明. r(q) 是包含 q 的素理想的交，只需证 p 是素理想即可，若 (xy)m ∈ q，则 xm ∈ q, ymn ∈ q，从
而 r(q) 是素理想。

定义 4.3. 如果 p = r(q)，则称 q 为 p-准素 (p-primary)。

命题 4.4. 如果 r(a) 是极大的，那么 a 是准素的，特别的，极大理想 m 的幂是 m-准素的。

证明. 令 r(a) = m，考虑 A/a，它的小根是 m̄，从而小根极大，即 A/a 只有一个素理想 m̄。从而 A/a

中的每个元素要么是可逆元要么是幂零元，所以 A/a 中的每个零因子都是幂零的。

引理 4.5. 如果 qi 都是 p-准素的，那么
⋂n

i=1 qi 是 p-准素的。
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证明. 首先 r(q) =
⋂
r(qi) = p，只需证 q 是准素的，若 xy ∈ q，不妨 x /∈ q，则 xy ∈ qi, ∀i，若 y ∈ p，

则已成立；若 y /∈ p，则 y /∈ r(qi)，故 x ∈ qi, ∀i，矛盾。

引理 4.6. 令 q 是 p-准素理想，x 是 A 的元素。那么：

i) 如果 x ∈ q，则 (q : x) = (1)

ii) 如果 x /∈ q，则 (q : x) 是 p-准素的，因此 r(q : x) = p

iii) 如果 x /∈ p，则 (q : x) = q，此时 r(q : x) = p

证明. i) 对任意 y ∈ (1)，xy ∈ q

ii) 若 abx ∈ q，若 ax ∈ q 则已成立，若 ax /∈ q，则存在 t 使得 bt ∈ q，则 btx ∈ q，即 btx ∈ q，
故 (q : x) 是准素的。

对 y ∈ (q : x)，xy ∈ q，由于 x /∈ q，故 yt ∈ q，即 y ∈ p，从而 p 是包含 (q : x) 的素理想，则包
含它的根。另一方面，对 y ∈ p，设 ym ∈ q，故 ymx ∈ q，从而 ym ∈ (q : x)，即 y ∈ r(q : x)，从而
r(q : x) = p。

iii) 此时 x 和 x 的幂均不在 q 中，故若 xy ∈ q 只能 y ∈ q。

定义 4.7. A 中理想 a 的准素分解 (primary decomposition) 是指将它表示为准素理想的交，即 a =⋂n
i=1 qi，如果该分解满足：所有 r(qi) 都不相同且去掉任意一个准素理想后该式不成立，那么就称之
为极小的准素分解。任何准素分解都可以化简为极小的。称 a 是可分解的 (decomposable)，如果它有
一个准素分解。

定理 4.8 (第一唯一性定理). 令 a 是一个可分解的理想，而 a =
⋂n

i=1 qi 是 a 的极小准素分解。令
pi = r(qi)，那么 pi 恰是在理想集合 {r(a : x) | x ∈ A} 中出现的素理想，因此与 a 的分解无关。

证明. 事实上，(a : x) =
⋂
(qi : x)，因此由引理有 r(a : x) =

⋂
r(qi : x) =

⋂
x/∈qi

pi。假设 r(a : x) 是
素理想，由于它是素理想的交集，故必然有 r(a : x) = pj（1.23）。反之，对每个 i，存在 xi /∈ qi 使得
xi ∈

⋂
j ̸=i qi，r(a : xi) = pi。

命题 4.9. 若 q 是 p = 准素的，S 是 A 的乘法封闭子集。

i) 如果 S ∩ p 6= ∅，那么 S−1q = S−1A

ii) 如果 S ∩ p = ∅，那么 S−1q 是 S−1p-准素的，且局限为 q

证明. i) 如果 s ∈ S ∩ p，则 sn ∈ q，且 a/1 = asn/sn ∈ S−1a

ii) 如果 S ∩ p = ∅，那么 a/1 = q/s⇔ ss′a = qs ∈ q，从而 a ∈ q。

定义 4.10. 称出现在 r(a : x) 的素理想 pi 是属于 (belong to)a 的，或称为与 a 相伴 (associated) 的。
如果 a 只有一个相伴的素理想，则它是准素的（4.5）。集合 {p1, · · · , pn} 按照包含关系的极小元素称
为属于 a 的极小 (minimal) 的或者孤立 (isolated) 的素理想。其余的称为嵌入 (embeded) 的素理想。

命题 4.11. 令 a 是个可分解的理想，那么任何素理想 p ⊇ a 都包含一个属于 a 的一个极小素理想。因
此 a 的极小素理想恰是包含 a 的所有素理想集合中的极小元。

证明. 如果 p ⊇
⋂n

i=1 qi，那么 p = r(p) ⊇
⋂
r(qi) =

⋂
pi。由1.23，存在 i 使得 p ⊇ pi。而 a ⊆ qi ⊆ pi，

这说明极小素理想包含 a。
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注 4.12. 孤立和嵌入的名字来源于几何，如果 A = k[x1, x2, · · · , xn]，其中 k 是域，那么理想 a 给出
一个簇 X ⊆ kn。极小素理想 pi 对应 X 的不可约分支，嵌入素理想对应他们的子簇，即，嵌入不可约
分支的簇。

命题 4.13. 令 a 是可分解理想，a =
⋂n

i=1 qi 是一个极小准素分解，r(qi) = pi，那么

n⋃
i=1

pi = {x ∈ A : (a : x) 6= a}

特别的，如果零理想是可分解的，A 的零因子的集合 D 是属于 0 的素理想的并。

证明. 首先证明最后一个断言。

首先有 D =
⋃

x ̸=0 r(0 : x)，若 0 =
⋂

qi，r(0 : x) =
⋂
r(qi : x) =

⋂
x/∈qi

pi，从而对每个 r(0 : x)

都是某个 pj 的子集，因此 D ⊆
⋃
pi，另一方面，存在 r(0 : xi) = pi，此时 pi ⊆ D，从而 D =

⋃
pi。

对一般情况，考虑商映射 A→ A/a，此时划归为上情况。

命题 4.14. 令 S 是 A 的乘法封闭子集，q 是一个 p-准素理想。

i) 如果 S
⋂
p 6= ∅，那么 S−1q = S−1A

ii) 如果 S
⋂
p = ∅，那么 S−1q 是 S−1p-准素，它在 A 中的局限是 q

因此，在 S−1A 中的理想与 A 中的局限理想之间的对应中，准素理想对应准素理想。

证明. i) 如果 S
⋂
p 6= ∅，则 S 与 q 交集也非空，设 s ∈ S

⋂
q，对任意 x ∈ A, s′ ∈ S，x/s′ = xs/ss′，

从而 S−1A = S−1q

ii) 若 x/s · y/s′ ∈ S−1q，即 xy ∈ q，若 x ∈ q，则 x/s ∈ S−1q，若 yn ∈ q，则 yn/s′n ∈ S−1q，
故 S−1q 是准素的。如果 (x/s)n ∈ S−1q，则 xn ∈ S−1q，从而 x ∈ p，x/s ∈ S−1p，反之亦然，故
r(S−1q) = S−1p。从而 S−1q 是 S−1p-准素的。

若 x/1 = x′/s ∈ S−1q, x′ ∈ q, s ∈ S，若 x /∈ q，存在 s′ ∈ S, (sx− x′)s′ = 0，即 xss′ = x′s′ ∈ q，
故 (ss′)n ∈ q，然而 S

⋂
p = 0，矛盾。

注 4.15. 对任何理想 a，S−1a 在 A 中的局限用 S(a) 表示。

命题 4.16. 令 S 是 A 的乘法封闭子集，a 是可分解的理想，a =
⋂n

i=1 qi 是 a 的极小准素理想分
解。令 pi = r(qi)，假设给 qi 如此编号，使得 S 与 pm+1, · · · , pm 相交而不与 p1, · · · , pm 相交。那么
S−1a =

⋂m
i=1 S

−1qi, S(a) =
⋂m

i=1 qi

证明. S−1a =
⋂

i S
−1qi =

⋂m
i=1 S

−1qi。两边取局限易得。

定义 4.17. 属于 a 的一个素理想集合 Σ 叫做孤立的 (isolated)，如果它满足下条件：如果 p′ 是属于 a

的素理想且 ∃p ∈ Σ, p′ ⊆ p，那么 p′ ⊆ Σ。

命题 4.18. 设 Σ 孤立，记 S = A−
⋃

p∈Σ p，则 S 是乘法封闭的（这是素理想的性质）。对属于 a 的
任何素理想 p′，我们有 p′ ∈ Σ⇒ p′

⋂
S = ∅；p′ /∈ Σ⇒ p′ /∈

⋃
p∈Σ p⇒ p′

⋂
S 6= ∅（用到了定义）。

定理 4.19 (第二唯一性定理). 令 a 是一个可分解的理想，a =
⋂n

i=1 qi 是 a 的极小准素分解，令
{pi1 , · · · , pim} 是 a 的素理想的孤立集合，那么 qi1

⋂
· · ·

⋂
qim 与分解无关。

证明. S = A−
⋃

p∈Σ p，有 S(a) =
⋂m

j=1 qij，由第一分解定理 pi 只依赖于 a，从而与分解无关。
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推论 4.20. 孤立准素分支 (The isolated primary components)（即一个极小素理想对应的准素分支）由
a 唯一决定。

注 4.21. 嵌入理想对应的准素分支一般不由 a 唯一决定。

4.1 习题 4

1. 如果 a 有准素分解，那么 Spec(A/a) 只有有限个不可约分支。

证明. 由第一章第 20 题，Spec(A/a) 的不可约分支是形如 V (p/a) 的闭集，其中 p/a 是 A/a 的极小
素理想，p 是 p/a 在商映射下的原像，它是 a 的极小素理想，故为有限个。

2. 如果 a = r(a)，那么 a 没有嵌入素理想。

证明. a 是包含 a 的所有素理想的交。

3. 若 A 绝对平坦，则每个准素理想极大。

证明. 令 q 是准素理想，且 p = r(q)，由第二章 28 题，有 A/q 是绝对平坦的，且 A 除了可逆元就是
零因子。对零因子 a /∈ q，ab = 0 ∈ q，由准素的性质有 bn ∈ q，从而 b ∈ p，从而 p 是唯一极大理想。

考虑 A/q，由第一章第 10 题，A/q 只有恰好一个素理想，即 p̄，由第二章 28 题，局部环是绝对
平坦环，有它是一个域。

4. 在多项式环 Z[t] 中，理想 m = (2, t) 是极大的，理想 q = (4, t) 是 m-准素的，但是它不是 m 的幂。

证明. 验证一下，确实如此。

5. 设 K 是域，x, y, z 是无关的变元，在多项式环 K[x, y, z]中，设 p1 = (x, y), p2 = (x, z),m = (x, y, z)，
p1, p2 是素理想，m 是极大理想。设 a = p1p2，证明 a = p1 ∩ p2 ∩m2 是 a 的约简的准素分解。试问该
分解中极小和嵌入素理想分别是哪个。

证明. a = p1 ∩ p2 ∩m2 是 a 是显然的。

r(m2) = m，这个是嵌入，其余是极小。

6. 设 X 是无限的紧的 Hausdorff 空间，C(X) 是 X 上的实值连续函数环，该环的零理想是不可分解
的吗？

解. 是不可分解的。

由第一章 26 题，C(X) 的每个极大理想具有形式 mx = {f ∈ C(x) : f(x) = 0}。

设 q 准素，如果 q ⊆ mx ∩ my(x 6= y)，取 x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅，由 Urysohn 引理，存
在 f 使得 f(x) = 1, f(X − U) = 0，同理有 g(y) = 1, g(X − V ) = 0，易见此时 fg = 0。而显然
f s, gt ∈ (mx−my)∪ (my −mx)，故他们的乘积不可能在 q 中，矛盾。从而任意一个准素理想都恰包含
在一个极大理想中。
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对有限个准素理想 qi ⊆ mxi
，设 fi 使得 fi 在 xi 上取 0，而它在其余 xj 上不可能取 0。则

f1 · · · fn−1 6= 0（它在 xn 上的值不为 0），而 f1 · · · fn−1 ∈
⋂n−1

i=1 qi，故有限个准素理想的交不为零理
想。

7. 设 A 是环，对 a 为 A 的理想，用 a[x] 表示 A[x] 中系数在 a 中的多项式的集合。

i) 证明:a[x] 是 a 在 A[x] 中的扩张。

ii) 如果 p 是 A 的素理想，那么 p[x] 是 A[x] 的素理想。

iii) 如果 q 是 A 的 p-准素理想，那么 q[x] 是 A[x] 的 p[x]-准素理想。

iv) 如果 a =
⋂n

i=1 qi 是 A 的一个极小准素理想分解，那么 a[x] =
⋂n

i=1 qi[x] 是 A[x] 中的一个极
小准素分解。

v) 如果 p 是 a 的一个极小素理想，那么 p[x] 是 a[x] 的一个极小素理想。

证明. i) 只需证明 a[x] 是包含 a 的最小理想。

首先，若理想 b ⊆ A[x] 包含 a，则他显然包含 a[x]。

齐次，a 是理想。

故 a[x] 是包含 a 的最小理想。

ii) 设 fg ∈ p[x]，且 f =
∑

aix
i, g =

∑
bix

i，分析 fg 的展开可得 f or g ∈ p。

iii) 对任意 f ∈ p[x]，设 f 的每个系数 a 满足 an ∈ q，则 fn deg f ∈ q[x]，故 r(p[x]) = q[x]。

iv) 显然。

v) 显然。

8. 设 k 是域，证明在多项式环 k[x1, · · · , xn] 中，理想 p = (x1, · · · , xi)(1 ≤ i ≤ n) 都是素理想，它们
所有的幂都是准素理想。

证明. 十分显然。

9. 在环 A 中，用 D(A) 表示满足下列条件的素理想 p 的集合：存在 a ∈ A，使得 p 是包含 (0 : a) 的
素理想集合的极小元，证明:x ∈ A 是零因子 ⇔ 对某个 p ∈ D(A) x ∈ p。

令 S 是 A 的乘法封闭子集，将 Spec(S−1A) 与它在 Spec(A) 中的象等同，证明:D(S−1A) =

D(A)
⋂

Spec(S−1A)

如果零理想有准素分解，证明：D(A) 是零的相伴素理想的集合。

证明. 若 x 是非零零因子，设 xa = 0，则 a 不可逆，则包含 (0 : a) 的素理想的极小元包含 x。

若 x ∈ p ⊇ (0 : a)，考虑 A/(0 : a)，则 p̄ 是极小素理想。考虑第三章第六题，记 S̄ = Ā− p̄，它
是不含 0 的极大乘法封闭子集，用类似该题的处理手法，记 S̄′ = {x̄ns, s ∈ S̄}，由极大性，有 0 ∈ S̄′，
故 x̄ns ∈ 0̄，故 xsa = 0，即 x 是零元素。

由3.21，S−1A的理想总是某个 A的理想 a的扩理想 S−1a，对单个的元素 x，我们有 Ann(x/s) =
Ann(x/1) = Ann(x)e = S−1Ann(x)。故成立。

记 0 =
⋂
qi，r(qi) = pi，由第一唯一分解定理，可得 D(A) 的定义与相伴素理想的定义相符。
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10. 对环 A 中任意素理想 p，用 Sp(0) 表示同态 A→ Ap 的核，证明：

i) Sp(0) ⊆ p

ii) r(Sp(0)) = p⇔ p 是 A 的极小素理想。

iii) 如果 p ⊇ p′，那么 Sp(0) ⊆ Sp′(0)

iv)
⋂

p∈D(A) Sp(0) = 0

证明. i) 如果 x /∈ p，则 x/1 6= 0，否则 0 ∈ A− p，故 Sp(0) ⊆ p。

ii) r(Sp(0)) = p ⇔ ∀x ∈ p, ∃n, xn/1 = 0 ⇔ ∃xns = 0 ⇔ A − p 是不含 0 的极大乘法子集 ⇔ p 是
极小素理想。

iii) 如果 x ∈ Sp(0)，即 x/1 = 0，那么存在 s ∈ A− p ⊆ A− p′ 使得 xs = 0，故 x ∈ S′p(0)

iv) 如果 x ∈ Sp(0), ∀p ∈ D(A)，那么考虑包含 (0 : x) 的最小素理想 q，A− q 中没有零化 x 的元
素，故此时 x /∈ Sq(0)。

11. 如果 p 是 A 的极小素理想，证明 Sp(0) 是最小的 p-准素理想。

令 a 是理想 Sp(0) 的交，这里 p 跑遍 A 的极小素理想，证明：a 包含在 A 的小根中。

假设零理想可以分解，证明 a = 0 当且仅当零的每个素理想是孤立的。

证明. 设 q 是 p-准素的，则对任意 x ∈ Sp(0)，若 x /∈ q，由于存在 s ∈ A − p 使得 xs = 0 ∈ q，则
st ∈ q，从而 s ∈ p 矛盾，故 Sp(0) ⊆ q。

所有极小素理想的交为小根，故 a 包含在小根中。

若 a = 0，由于 (0) =
⋂
极小素理想 p，设 q = r(0 : x) 是嵌入素理想，q = r(

⋂
(Sp(0)) : x) =⋂

r(Sp(0) : x) =
⋂

some p p，而这些 p 是极小素理想，故不存在比它们的交还小的嵌入素理想。

反之，若所有属于 0 的理想都是孤立素理想，它们恰为所有极小素理想，故 a = 0

12. 令 A 是环，S 是 A 的乘法封闭子集。对任意理想 a，令 S(a) 表示 the contraction of S−1a（即
aec），理想 S(a) 称为 a 的饱和化 (saturation)，证明：

i) S(a)
⋂
S(b) = S(a

⋂
b)

ii) S(r(a)) = r(S(a))

iii) S(a) = (1)⇔ a
⋂
S 6= ∅

iv) S1(S2(a)) = (S1S2)(a)

如果 a 有准素分解，证明 S(a) 构成的集合（S 遍历所有乘法封闭子集）是有限集。

证明. i) 考虑 standard function ϕ : A → S−1A，若 ϕ(x) ∈ S−1a
⋂
S−1b，则存在 (xs1 − a)s2 =

0, (xs3 − b)s4 = 0，从而 xs1s2s3s4 = as2s3s4 = bs1s2s4 ∈ a
⋂
b，从而 x ∈ S(a

⋂
b)

ii) 若 ϕ(x) ∈ S−1r(a)，则存在 (xs1 − a)s2 = 0, an ∈ a，xnsn1s
n
2 = ansn2 ∈ a，从而 xn/1 =

xnsn1s
n
2/s

n
1s

n
2 ∈ S−1a，故 xn ∈ S(a)，即 x ∈ r(S(a))。

另一方面，若 xn/1 ∈ S−1a，那么存在 xns1s2 = as2，从而 xnsn1s
n
2 ∈ a，从而 xs1s2 ∈ r(a)，从而

x/1 ∈ S−1r(a)。
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iii) 已证

iv) 如果 x ∈ S1(S2(a))，那么存在 y ∈ S2(a) 使得 xs1s2 = ys′1，同时有 ys2s
′
2 = as′2 ∈ a，那么

xs1s
′
1s2s

′
2 = as′1s

′
2 ∈ a，故 x/1 ∈ S−1(S1S2)，反之同理。

如果 a =
⋂
qi，那么由4.16，S(a) 至多 2n 个元素。

13. 设 A 是一个环，p 是 A 的素理想，定义 A 的 symbolic power 是 p(n) = Sp(p
n)，其中 Sp = A− p，

证明：

i) p(n) 是一个 p-准素理想

ii) 如果 pn 有准素分解，那么 p(n) 是它的准素分支

iii) 如果 p(m)p(n) 有准素分解，那么 p(m+n) 是它的准素分支

iv) p(n) = pn ⇔ pn 是 p-准素的

证明. i) r(p(n)) = r(Sp(p
n)) = Sp(r(p

n)) = Sp(p) = p

ii) 下证 p(n) 是所在链最小准素理想。设一个 q 是包含 pn 的准素理想且 r(q) ⊆ p，设 x ∈ p(n)，
那么存在 xs1s2 = pns2，xs1s

n
2 ∈ q，而 s1s

n
2 ∈ A− p，故 x ∈ q，从而 p(n) ⊆ q。

iii) r(p(m)p(n)) = p，同 ii) 可证

iv) 如果 pn 是 p-准素的，那么根据 ii) 有 p(n) ⊆ pn（pn 即为 q），故两者相等。

14. 令 a 是环 A 可分解的理想，令 p 是集合 {(a : x)|x ∈ A, x /∈ a} 的一个极大元，证明：p 是属于 a

的素理想。

证明. 设 a =
⋂
qi，那么 (

⋂
qi : x) =

⋂
(qi : x)。

由4.6，考虑 x /∈ q 的一些 q1, · · · , qn，设 x /∈ p′1, · · · , p′m，x ∈ p′′1 , · · · , p′′n−m，那么 (q′i : x) = q′i 且
(q′′j : x)是 p′′j -准素的。如此，若想要

⋂n
i=1(qi : x)极大，必有 n = 1，故 p = (q : x)对某个 q ∈ {q′i, q′′j }

成立，设 r(q) = p′。

若 x /∈ p′，则 p = q

若 x ∈ p′，由于 (qi : x) ⊆ (qi : xy), ∀y ∈ A − p，故由极大性，有 xyz ∈ q ⇒ xz ∈ q，此即为
yz ∈ p⇒ z ∈ p, if y /∈ p，故此时 p = p′ 是属于 a 的素理想。

15. 令 a 是环 A 可分解的理想，令 Σ 是一个属于 a 的孤立的素理想集合，令 qΣ 是相应的准素分
支，令 f ∈ A 使得对任意属于 a 的素理想，都有 f ∈ p ⇔ p /∈ Σ，令 Sf 表示 f 的幂集，证明：
qΣ = Sf (a) = (a : fn) 对极大的 n 成立。

证明. 后面等式是显然的。只需证 qΣ = (a : fn)。

记 a = (
⋂

pi∈Σ qi)
⋂
(
⋂

p′
i /∈Σ

q′i)

若 f ∈ p′i，则存在一个 N 使得 n > N 时，fn ∈
⋂
q′i，此时有 (a : fn) = (

⋂
(qi : f

n))
⋂
(
⋂
(q′i :

fn)) =
⋂
(qi : f

n) =
⋂
qi = qΣ。

16. 如果 A 是一个环且每个理想都有准素分解，请证明 A 的任意分式环 S−1A 也有一样的性质。
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证明. 分式环的理想形如 S−1a，记 a =
⋂
qi，那么 S−1a =

⋂
S−1qi，而准素理想对应准素理想，故分

式环有一样的性质。

17. 令 A 是一个环满足如下条件：

(L1) 对任意理想 a 6= (1) 和任意素理想 p，存在 x /∈ p 使得 Sp(a) = (a : x)，其中 Sp = A− p

则 A 的每个理想都是准素理想的交（可以无限）。

证明. 令 a 是任意非 (1) 的理想，设 p 是包含 a 的极小素理想，q1 = Sp1
(a) 是 p1-准素理想，且由题

有 q1 = (a : x), x /∈ p1。

令 a1 是满足 a ⊆ b 且 q1 ∩ b = a 且 x ∈ a1 的理想集的极大元；重复 a1 的构造，有 a =

q1 ∩ · · · ∩ qn ∩ an，一直重复下去（超限归纳法）。

18. 考虑如下的环 A：

(L2) 给定理想 a 和 A 的乘法封闭子集的降链 S1 ⊇ S2 · · ·，存在一个正整数 n 使得 Sn(a) =

Sn+1(a) = · · ·，证明下述等价：

i) 每个 A 的理想都有准素分解

ii) A 满足 (L1) 和 (L2)

证明. 若每个 A 的理想都有准素分解，由4.16Sp(a) 是 a 的准素分解中，是 p 的子集的准素理想的交。
由4.6，易知 A 满足 (L1)。若给定乘法封闭子集降链，由于 Sia 只有有限个，且根据第 10 题第三问
（考虑 A/a），Si(a) 存在包含关系，故存在一个正整数 n 使得 Sn(a) = Sn+1(a) = · · ·。

若 A 满足 (L1) 和 (L2)，那么由 17 题，每个理想都是若干准素理想的交，但是由 (L2) 它可以在
有限步停下。

19. 令 A 是一个环，且 p 是 A 的素理想，证明每个 p-准素理想包含 Sp(0)。

设 A 满足下述条件：对每个素理想 p，A 的一切 p-准素理想的交等于 Sp(0)，令 p1, · · · , pn 是不
同的素理想，且它们不是极小素理想，那么存在 A 的一个理想 a，它的相伴素理想是 p1, · · · , pn

证明. i) 若 x ∈ Sp(0)，则 xs = 0 ∈ q, s ∈ A− p，则由准素理想定义 x ∈ q。

ii) 对 n 归纳

n=1 显然

设 pn 是这 n 个素理想的极大元，存在 b 和它的准素分解 b = q1 ∩ · · · ∩ qn−1，每个 qi 是 pi-准素
的。

若 b ⊆ Spn
(0)，设 p 是含于 pn 的极小素理想，则 b ⊆ Sp(0)，两边取根利用习题 10 有 Πpi ⊆ p，

即有 pi ⊆ p，这与 pi 不是极小的矛盾。故 b 不是 Spn
(0) 的子集，同理用上方式可得存在 qn 是 pn-准

素理想，且 b 不是 pn 的子集。则 a = q1 ∩ · · · ∩ qn。
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5 整相关性和赋值

5.1 整相关性

定义 5.1. 设 B 是环，A 是 B 的子环。B 的元素叫做在 A 中上整 (integral)，如果 x 是系数在 A 中
且首项系数为 1 的多项式的根，显然 A 的元素都是上整的。

命题 5.2. 下面的断言是等价的：

i) x ∈ B 在 A 上上整

ii) A[x] 是有限生成 A-模

iii) A[x] 包含在 B 的子环 C 中，而 C 是有限生成 A-模

iv) 存在一个 faithful A[x]-模（零化子为 0），它作为 A-模是有限生成的

证明. 1→ 2: 由 1, x, · · · , xn−1 生成

2→ 3: C = A[x]

3→ 4: 取 M=C，若 yC = 0, y ∈ A[x]，特殊的有 y · 1 = 0，故 y = 0。从而 C 是忠实 A[x]-模

4→ 1: 令 ϕ : M → xM，有 M ⊆ AM，故存在多项式使得 ϕn + an−1ϕ
n−1 + · · ·+ a0 = 0，由于

M is faithful，故 xn + · · ·+ a0 = 0

推论 5.3. B 的在 A 上整的元素的集合 C 是 B 的一个子环，且包含 A。称环 C 为整闭包 (integral
closure)。如果 C=A，那么称 A 在 B 中整闭 (integral closed in B)。如果 C=B，B 叫做在 A 上整
(integral over A)。

命题 5.4. 如果 A ⊆ B ⊆ C 是环，B 在 A 上整，C 在 B 上整，那么 C 在 A 上整。

证明. 对任意 x ∈ C，存在 xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn = 0，考虑 B′ = A[b1, · · · , bn]，x 在 B’ 上整，因此

B′[x] 是有限生成的 B’-模，因此是有限生成的 A-模，由此得 x 在 A 上整。

推论 5.5. 令 A ⊆ B 是环，C 是 A 在 B 中的整闭包，那么 C 在 B 中是整闭的。

命题 5.6. 令 A ⊆ B 是环，B 在 A 上整

i) 如果 b 是 B 的理想，a = bc = A
⋂
b，那么 B/b 在 A/a 上整

ii) 如果 S 是 A 的乘法封闭子集，那么 S−1B 在 S−1A 上整。

证明. i) 如果 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0，模 b 即得。

ii) 如果 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0，则 (x/s)n + · · ·+ an/s

n = 0。

5.2 上升定理

命题 5.7. 令 A ⊆ B，B 是整环，B 在 A 上整。那么 B 是域当且仅当 A 是域。

证明. 若 A 是域，令 y ∈ B，取 y 6= 0，记 yn + · · ·+ an = 0 是对于 y 的最小次数的多项式。由于 B
是整环，故 an 6= 0，由于 A 是域，故 a−1n 存在，且 y−1 = −a−1n (yn−1 + · · ·+ an−1)，故 B 是域。
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若 B 是域，取 x ∈ A，则 x 在 B 中存在乘法逆元，且存在 x−m + · · ·+ a′m = 0，两边乘 xm−1 得
x−1 ∈ A。

推论 5.8. 令 A ⊆ B 是环，B 在 A 上整；令 q 是 B 的素理想，记 p = qc = q
⋂
A，则 q 极大当且仅

当 p 极大。

推论 5.9. 令 A ⊆ B 是环，B 在 A 上整；令 q, q′ 是 B 的素理想，使得 q ⊆ q′，qc = q′c = p。那么
q = q′。

证明. 有 Bp 在 Ap 上整。令 m 是 p 在 Ap 中的扩理想，n, n′ 分别是 q, q′ 是 Bp 中的扩理想。那么 m

是 Ap 的极大理想；n ⊆ n′, nc = n′c = m。从而 n, n′ 是极大的，因此 n = n′，从而 q = q′

定理 5.10. 令 A ⊆ B 是环，B在 A上整，p 是 A的素理想。那么存在 B的素理想 q，使得 q
⋂
A = p。

证明. 令 n 是 Bp 的一个极大理想，m = n
⋂
Ap 是极大的，因此是局部环 Ap 唯一的极大理想。如果

q 是 n 在 B 中的原像，那么 q 素，故 q
⋂
A = p。

定理 5.11 (Going-up theorem). 设 A ⊆ B，B 在 A 上整，p1 ⊆ p2 ⊆ · · · pn 是 A 的素理想链，
q1 ⊆ · · · ⊆ qm(m < n) 是 B 的素理想链，使得 qi

⋂
A = pi(1 ≤ i ≤ m)，那么可以把 q1 ⊆ · · · ⊆ qm 扩

充成链 q1 ⊆ · · · ⊆ qn，且 qi
⋂
A = pi

证明. 事实上只需证明 m = 1, n = 2 的情况。

令 Ā = A/p1, B̄ = B/q1，则 B̄ 在 Ā上整。由此存在 q̄2 使得 q̄2
⋂
Ā = p̄2，从而 q̄c2 即为所求。

5.3 整闭整环，下降定理

命题 5.12. 令 A ⊆ B 是环，C 是 A 在 B 中的整闭包，令 S 是 A 的一个乘法封闭子集，则 S−1C

是 S−1A 在 S−1B 中的整闭包。

证明. 首先 S−1C 在 S−1A 上整，若 b/s ∈ S−1B 在 S−1A 上整，则存在 (b/s)n + a1/s1(b/s)
n−1 +

· · ·+ an/sn = 0。

通分后可得存在 s′ 使得 s′((s1 · · · sn)bn + · · · + ans
ns1 · · · sn−1an) = 0，如此 bs′s1 · · · sn 在 A 上

整即在 C 中，从而 b/s = bs′s1 · · · sn/ss′s1 · · · sn ∈ S−1C。

定义 5.13. 一个整环称为整闭的 (integral closed)，如果它在它的分式域（即乘法封闭子集 S为 A−{0}）
中整闭。显然整数是整闭的（首 1 整系数多项式的根不可能是非整数的有理数）。

命题 5.14. 所有 UFD 是整闭的。特别的，域上的多项式环是整闭的。通过 Noether 正规化引理，所
有有限生成 k-代数是整闭的。

命题 5.15. 令 A 是一个整环，那么下列断言是等价的：

i) A 是整闭的

ii) 对每个素理想 p，Ap 是整闭的

iii) 对每个极大理想 m，Am 是整闭的

证明. 取 K 是 A 的分式域，C 是 A 在 K 中的整闭包，取 f : A→ C 是嵌入，那么 A 是整闭的当且
仅当 f 是满的，由上命题，Ap 是整闭的当且仅当 fp 是满的，而 f 满等价于 fp 满。
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定义 5.16. 令 A ⊆ B 是环，a 是 A 的理想。B 的元素叫做在 a 上整的 (integral over a)，如果它满足
A 上的整相关方程性质且系数都在 a 中。a 在 B 中的整闭包是在 a 上整的所有 B 中的元素的集合。

引理 5.17. C 是 A 在 B 中的整闭包，ae 表示 a 在 C 中的扩理想。那么 a 在 B 中的整闭包是 ae 的
根。

证明. 如果 x ∈ B 在 a 上整，我们有方程 xn + a1x
n−1 · · ·+ an = 0，其中 ai ∈ a。有 x ∈ C, xn ∈ ae，

所以 x ∈ r(ae)。

另一方面，如果 xm ∈ ae，由于 ae 是 a 在 A→ C 下的扩理想，故存在 xm = c1a1 + · · · cnan, ci ∈
C, ai ∈ a，而由于 C 在 A 上整，故 M = A[c1][c2] · · · [xn] = A[c1, · · · , cn] 是有限生成 A-模，且有
xmM ⊆ aM，则 xm 在 a 上整，因此 x 在 a 上整。

命题 5.18. 令 A ⊆ B 是整环，A 是整闭的，x ∈ B 在 A 的理想 a 上整。那么 x 在 A 的分式域 K
上是代数元，而且如果 x 在 K 上的极小多项式为 tn + a1t

n−1 · · ·+ an，那么 a1 · · · , an 位于 r(a) 中。

证明. 显然 x 在 K 上是代数元，令 L 是 K 的扩域，它包含 x 的所有共轭元 x1, · · · , xn，每个 xi 都
是上整的，我们可以把 n 个方程看做 a1, · · · , an 的 n 元方程组，从而 ai 可以表示为 x1, · · · , xn 的多
项式，且系数在 K 中，事实上：

xn−1
1 · · · 1

. . .
xn−1
n · · · 1

×


a1
...
an

 =


−xn

1

...
−xn

n


进一步的，由于每个 xi 在 a 上整，而由 Vieta 定理，每个系数 ai 是这些 xi 的多项式，故由上引理
有系数 ai 在 a 上整。由 A 是整闭的，所以 ai 在 r(a) 中。

推论 5.19. 取 a = A 可以看出此时 a1, · · · , an ∈ A，即 x 在 K 上的极小多项式系数必须在 A 中。

定理 5.20 (下降定理). 令 A ⊆ B 是整环，A 是整闭，B 在 A 上整，令 p1 ⊇ p2 · · · ⊇ pn 是 A 的素
理想链，q1 ⊇ · · · ⊇ qm(m < n) 是 B 的素理想链，使得 qi

⋂
A = pi。那么 q1 ⊇ · · · ⊇ qm 可以扩充为

q1 ⊇ · · · ⊇ qn 使得 qi
⋂
A = pi。

证明. 同上升定理的证明类似，只需证明 m = 1, n = 2 的情形。即证明: 环 p2 是 Bq1
的一个素理想的

局限，或者说 Bq1
p2

⋂
A = p2（3.26）。

每个 x ∈ Bq1
p2 都具有形式 y/s，其中 y ∈ Bp2，s ∈ B − q1。由于 y 在 p2 上整，y 在 A 的分式

域 K 上极小多项式具有如下形式：yr + · · ·+ ur = 0, ui ∈ p2。

假设同时有 x ∈ A，则 s = yx−1，且有 sr + · · ·+ vr = 0, vi = ui/x
i。又 s 在 A 上整，因此每个

vi 都在 A 中。假设 x /∈ p2，而 vi ∈ p2，于是 sr ∈ p1，因此 s ∈ q1，矛盾。故 x ∈ q2。

命题 5.21. 令 A 是一个整闭的整环，K 是它的分式域，L 是 K 的一个有限可分扩张，B 是 A 在 L

中的整闭包。那么存在 L 在 K 上的基 v1, · · · , vn 使得 B ⊆
∑n

j=1 Avj。

证明. 对 v ∈ L，由于 v 在 K 上是代数元，故存在方程 a0v
r + · · · ar = 0(ai ∈ A)，容易看出 a0v 是

在 A 上整的，从而 a0v ∈ B。

对 L 在 K 上的任何基，我们可以适当乘以 A 的元素使得基 u1 · · · , un 均在 B 中。
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令 T 表示从 L 到 K 的迹，由于 L/K 是可分的，L 上的双线性函数 (x, y)→ T (x, y) 是非退化的，
因此我们有 L 在 K 上的对偶基 v1, · · · , vn 使得 T (ui, vi) = δij

对 x ∈ B，记 x = σxjvj(xj ∈ K)，有 xui ∈ B，考虑到元素的迹是它极小多项式一个系数的倍
数，故 T (xui) ∈ A，又 T (xui) = ΣjT (xjuivj) = Σxjδij = xi，故 B ⊆

∑
Avj。

5.4 赋值环

定义 5.22. 令 B 是一个整环，K 是它的分式域，B 叫做 K 的一个赋值环 (valuation ring)，如果对每
个 x 6= 0, x ∈ K，要么有 x ∈ B 要么有 x−1 ∈ B（或两者都有）。

命题 5.23.

i) B 是局部环

ii) 如果 B′ 是环，使得 B ⊆ B′ ⊆ K，那么 B′ 是 K 的一个赋值环

iii) B 是整闭的（在 K 中）

证明. i)令 m是 B中所有不可逆元的集合，x ∈ m⇔ x = 0或x在 K 中的逆元 /∈ B。如果 a ∈ B, x ∈ m，
必有 ax ∈ m，否则 ax 可逆，有 (ax)−1 ∈ B，从而 x−1 ∈ B，矛盾。从而 Bm ⊆ m。

对 x, y ∈ m且非零，要么有 xy−1 ∈ B，要么有 x−1y ∈ B，若 xy−1 ∈ B，则 x+y = (1+xy−1)y ∈
Bm ⊆ m。另一个同理。

综上，m 是一个理想，易知它是唯一的极大理想。

ii) 由定义立得。

iii) 设 x ∈ K 在 B 上整，那么有 xn + b1x
n−1 + · · · + bn = 0。若 x /∈ B，则 x−1 ∈ B，x =

−(b1 + · · ·+ bnx
1−n) ∈ B 矛盾。

定义 5.24. 令 K 是一个域，Ω 是一个代数闭域。令 Σ 是所有形如 (A,f) 的集合，其中 A 是 K 的子
环，f 是 A 到 Ω 的一个同态。Σ 按如下关系形成偏序集：(A, f) ≤ (A′, f ′)⇔ A ⊆ A′, f ′|A = f。显然
该情况下 Zorn 引理满足，故 Σ 至少有一个极大元。

引理 5.25. 令 (B,g) 是一个极大元，有 B 是一个局部环，m = Ker(g) 是它的极大理想。

证明. 由于 g(B)是代数闭域的子环，故它是一个整环。定义 ḡ : b/s→ g(b)/g(s)，这个映射定义在 Bm

上。显然这个分式环是 K 的子环，且 ḡ 的限制是 g，故由极大性，B = Bm，即 B −m 的元素均可逆
（1/s = b/1 推出 s′(sb− 1) = 0，再结合整环即得），即 B 是局部环且 m 是极大理想。

引理 5.26. 令 x 是 K 的一个非零元，B[x] 是由 x 在 B 上所生成的 K 的子环，m[x] 是 m 在 B[x] 中
的扩理想。那么或者 m[x] 6= B[x] 或者 m[x−1] 6= B[x−1]。

证明. 假设 m[x] = B[x],m[x−1] = B[x−1]，则存在方程 1 = u0 + · · · + umxm, ui ∈ m, 1 = v0 + · · · +
vnx

−n, vi ∈ m，且假设 m和 n都是最小的使方程成立的正整数。不妨m ≥ n，有 (1−v0)xn = v1x
n−1+

· · ·+vn，由于 v0 ∈ m，故 1−v0 可逆，从而 xn = w1x
n−1+ · · ·+wn，即 xm = w1x

m−1+ · · ·+wnx
m−n，

在 1 = u0 + · · ·+ umxm 中代替 xm 后得到次数更小的方程，矛盾。

定理 5.27. B 是 K 的一个赋值环。
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证明. 即证对任意 x，要么 x ∈ B，要么 x−1 ∈ B。

由引理，不妨设 B′ = m[x]不是 B[x]，则存在一个极大理想 m′使得它包含 m[x]，那么 m ⊆ m′
⋂

B，
得到 m = m′

⋂
B。记 k = B/m，同态 g 诱导出它和 Im(g) 的同构，由于 Ω 是代数闭域，从而

Im(g)[x] ⊆ Ω, ∀x，考虑 k[x] = B[x]/m[x] ⊇ B′/m′，从而存在 B′/m 到 Ω 的嵌入。由于 B 是极大的，
从而 B=B’，得到 x ∈ B。

推论 5.28. 令 A 是域 K 的一个子环，则 A 在 K 中的整闭包 Ā 是 K 的所有包含 A 的赋值环的交。

证明. 设 B 是 K 的赋值环，且使得 A ⊆ B，由于 B 是整闭的，且 B 的分式环为 K，所以 A 的整闭
包也是 B 的子环。

而对 x ∈ B’ 不在 A 上整，x 不在环 A′ = A[x−1] 中，故 x−1 在 A’ 中是不可逆元。设 A’ 的极大
理想 m′ 包含 x−1，令 Ω 是 k′ = A′/m′ 的代数闭包，考虑自然同态 A′ → k′，该同态对 A 的限制确定
了一个 f : A→ Ω 的嵌入，考虑包含 (A,f) 的极大元 (B,g)，B 是赋值环且包含 A，且 g 在 A 的限制
即为 f，故 g(x−1) = f(x−1) = 0，从而 x /∈ B。

命题 5.29. 令 A ⊆ B 是整环，B 在 A 上有限生成，v 是 B 的非零元素。那么在 A 中存在 u 6= 0，
具有下面性质：A 到代数闭域 Ω 中的任何使得 f(u) 6= 0 的同态 f 都可以扩充为 B 到 Ω 中的同态 g，
使得 g(v) 6= 0。

证明. 不妨 B 在 A 上的生成元为 1 个，否则用归纳即可。

i)假设 x在 A上超越，令 v = a0x
n+ · · ·+an，取 u = a0，那么如果 f : A→ Ω是使得 f(u) 6= 0，

由于 Ω 是无限的，存在 ϵ ∈ Ω，使得 f(a0)ϵ
n + f(a1)ϵ

n−1 + · · ·+ f(an) 6= 0，从而定义 g(x) = ϵ 且 g
是 f 的扩充，显然这是同态。

ii) x 是代数元，则在 A 的分式域上它是代数的，因为 v 是 x 的多项式，所以 v−1 在该分式域上
是代数的，且通分操作可以保证系数都在 A 中。故存在方程：

a0x
m + · · ·+ am = 0(ai ∈ A)

a′0v
−n + · · ·+ a′n = 0(a′j ∈ A)

令 u = a0a
′
0，f : A → Ω 使得 f(u) 6= 0。那么首先可以扩充为同态 f1 : A[u−1] → Ω(f1(u

−1) =

f(u)−1)，然后可以扩充到包含 A[u−1] 的赋值环 C 上扩充为 h。由于 x 在 A[u−1] 上整，故 x ∈ C，所
以 B ⊆ C，而 v−1 在 A[u−1] 上整，因此 v−1 ∈ C，因此 v 可逆，h(v) 6= 0，取 g 是 h 对 B 的限制即
可。

注 5.30. 取 A=k 为域，v=1，Ω=k 的代数闭包，即为 Hilbert 零点定理。

5.5 习题 5

1. 设 f : A→ B 是环的整同态（即 B 为 f(A) 在 B 上的整闭包），求证：f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 是
闭映射，即 f∗ 将闭集映为闭集。

证明. 对 B 的素理想 q 有它的原像 p 是素理想，从而 q ∈ f(A) 可以表示为 f(p)。由于 B 在 f(A) 上
整，那么存在 q′ 使得 q′ ∩ f(A) = q = f(p)。

对 V (E) ∈ Spec(B)，对每个 q′ ∈ V (E)，考虑他们交 f(A) 后的 q，他们是 V (E ∩ f(A))。
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2. 设 A 是 B 的子环，B 在 A 上整，设 f : A→ Ω 是 A 到代数闭域 Ω 的一个同态，求证：f 可以扩
充为 B 到 Ω 的一个同态。

证明. 有 p = Ker(f) 为素理想（A/Ker(f) 是整环），f(A) ∼= A/p，从而存在 q ⊆ B 使得 q
⋂
A = p。

由于 B/q 在 A/p 上整，从而可以不妨 f 是一个双射。

我们用 Zorn 引理来构造映射。设 (C, g) 是满足 A ⊆ C ⊆ B 且 g : C → Ω, g|A = f 的一个对，这
个对构成的集合由 Zorn 引理有极大元，不妨设就是 (C, g)。

设 C 6= B，取 b ∈ B, b /∈ C，由 5.29，由于 C[b] 是有限生成 C-模，这个 g 可以扩张，矛盾。

3. 设 f : B → B′ 是 A-代数同态，并且 C是 A-代数，如果 f是整同态，证明：f⊗1 : B⊗AC → B′⊗AC

是整同态。

证明. 由于 B′ ⊗A C 是包含形如 b′ ⊗ c 的最小环，故只需对这些元素证明上整即可。

设 b′ 满足方程 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0，其中 ai ∈ f(B)，从而 (b′⊗ c)n +(a1⊗ c)(b′⊗ c)n−1 +

· · ·+ an ⊗ cn = 0。

4. 令 A 是环 B 的子环使得 B 在 A 上整，令 n 是 B 的极大理想，令 m = n ∩ A 是对应的 A 的极大
理想，请问 Bn 是否在 Am 上整？（注意对比5.6）

解. 考虑环 k[x] 的子环 K[x2 − 1]，令 n = (x − 1)，则 m = (x2 − 1)。考虑 Bn 的元素 1
x+1
，若他上

整，则有
Σ(ai/si)(

1

x+ 1
)i = 0, ai ∈ K[x2 − 1], si /∈ (x2 − 1), an/sn = 1

由于 B是整环，故可以直接通分得 Σaiπsj(x+1)n−i

si
= 0，从而有 x+1|ans1 · · · sn−1，即 x+1 ∈ S = A−Am，

这是矛盾的。

5. 令 A ⊆ B，B 在 A 上整，请证明：

i) 如果 x ∈ A 是一个 B 中的可逆元 (unit)，则他是 A 的可逆元

ii) A 的大根是 B 的大根的局限

证明. i) 设 (1/x)n + a1(1/x)
n−1 + · · ·+ an = 0，则两边乘 xn−1 有 1/x ∈ A

ii) 极大理想对应极大理想的直接推论

6. 令 B1, · · · , Bn 是整闭的 A-代数，证明：Πn
i=1Bi 是整闭的 A-代数。

证明. 只需对 n=2 证明。

设 bc ∈ BC，设 bn + · · ·+ an = 0, cm + · · ·+ a′m = 0，则两个多项式的乘积使得 b 和 c 同时满足，
而系数刚好属于 (BC − 0)−1BC。

7. 令 A 是 B 的子环，使得集合 B −A 是乘法封闭的，证明：A 在 B 中整闭

证明. 若 x ∈ B −A 使得 xn + · · ·+ an = 0, ai ∈ A（并使得 n 最小），那么 xn + · · ·+ a1x ∈ A，从而
xn−1 + · · ·+ a1 ∈ A，与 n 最小矛盾。
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8. i) 令 A 是整环 B 的子环，令 C 是 A 在 B 中的整闭包，令 f, g 是 B[x] 中首项系数为 1 的多项式，
使得 fg ∈ C[x]。则 f, g ∈ C[x]

ii) 在不假定 B（或 A）是整环的情况下证明这个结论

证明. 只需证明 ii)。

可以取一个 B 的扩环 K 使得它包含 fg 的所有根，这些根在 C 上整。由韦达定理，f 的系数可以
表示为这些根中一部分的多项式，从而 f 的系数是在 C 上整的，同理 g 的系数，而 C 在 B 上的整闭
包就是 C。

9. A 是 B 的子环，C 是 A 的整闭包，证明:C[x] 是 A[x] 在 B[x] 中的整闭包。

证明. 若 u(x) 在 A[x] 上整，那么有 un + · · ·+ fn = 0, fi ∈ A[x]，那么 u(un−1 + · · ·+ fn−1) ∈ A[x]，
由上一题，有 u ∈ C[x]。

10. 一个环同态 f : A→ B 称为具有上升性质 (going-up property) 的，如果对 f(A) 和 B 满足上升定
理，同理定义下降性质 (going-down property)。令 f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 是 f 诱导的映射

i) 考虑下列三个命题：

(a) f∗ 是闭映射

(b) f 有上升性质

(c) 令 q 是 B 的任意素理想，令 p = qc，则 f∗ : Spec(B/q)→ Spec(A/p) 是满射

请证明 (a)⇒ (b)⇔ (c)

ii) 考虑下列三个命题：

(a’) f∗ 是开映射

(b’) f 有下降性质

(c’) 对任意素理想 q ∈ B，令 p = qc，f∗ : Spec(Bq)→ Spec(Ap) 是满射

请证明 (a′)⇒ (b′)⇔ (c′)。

证明. i) 若 f∗ 是闭映射，对 f(A) 的素理想升链 p1 ⊊ p2 和 B 的素理想 q1，若有 q1 ∩ f(A) = p1，下
构造 q2。

考虑 V (q)，它在 f∗ 下映到一个 V (E)，这个闭集只能是 V (f−1(p1))，从而 f∗|V (q) 是满射，故存
在 q2 在 f∗ 下被映到 f−1(p2)，即 q2 ∩ f(A) = p1

若 f 有上升性质，设 p̄′ ∈ Spec(A/p) 是素理想，那么它在商映射下的原像 p′ 是素理想，且有
p ⊆ p′，从而由上升性质存在包含 q 的理想 q′ 使得 q′c = p′，故 f∗(q̄′) = p̄′。用这个方法反着分析也
是很容易的。

ii)若 f∗ 是开映射，注意到 Bq 是环 Bt, t /∈ B− q的正向极限，由第三章 26题有 f∗(Spec(Bq)) =⋂
(SpecBt) =

⋂
f∗(Yt)，Yt 是 q 在 Y 中的开邻域，因此 f∗(Yt) 是 p 在 X 中的开邻域，因此包含

Spec(Ap)。

若 f 有下降性质，那么对任意 Ap 的素理想 (A − p)−1p′，都有原像 (B − q)−1q′，其中 p = qc，
p′ = q′c，从而为满射。反之亦然。

© f.p. (1800010614@pku.edu.cn) 53 2021 秋



5 整相关性和赋值

11. 令 f : A→ B 是环的平坦同态，那么 f 有下降性质。

证明. 考虑习题 3 第 18 题。

12. 设群 G 是环 A 的一个有限的自同构群，令 AG 是 G-不变元素形成的子环，证明:A 在 AG 上整。

令 S 是 A 的乘法封闭子集，且有 σ(S) ⊆ S, ∀σ ∈ G，令 SG = S ∩AG，证明:G 在 A 上的作用可
以扩充到 S−1A 上，且 (SG)−1AG ∼= (S−1A)G。

证明. 注意到 a ∈ A 满足多项式 Πσ∈G(x− σ(a))，而这个多项式系数在 AG 中（对称多项式）。

G 在 S−1A 上的作用定义为 σ(a/s) = σ(a)/σ(s)，这个作用是良定义的。

13. 在 12 题的情况下，设 p 是 AG 的一个素理想，令 P 是 AG → A 的映射下局限理想是 p 的那些素
理想的集合。证明 G 可以作用在 P 上，且 G 有限。

证明. 对 q, q′ ∈ P 和 x ∈ q，有 Πσ∈Gσ(x) ∈ AG，从而 Πσ∈Gσ(x) ∈ AG ∩ q = p ⊆ q′。

由于 q′ 是素理想，从而存在 σ(x) ∈ q，从而存在 y ∈ q′ 使得 σ−1(y) = x，从而有

q ⊆
⋃
σ∈G

σ(q′)

每个 σ(q′) 都是素理想，从而由1.23，存在一个 σ 使得 q ⊆ q′，同理 q′ ⊆ σ′(q)，从而 σσ′ = 1 且
q = σ(q′)，从而 P 自由有限个元素，且 G 作用在 P 上。

14. 设 A 是整闭的整环，K 是它的分式域，L 是域 K 的有限正规可分扩张，G 是 L 在 K 上的 Galois
群，设 B 是 A 在 L 中的整闭包，证明 σ(B) = B, ∀σ ∈ G，且 A = BG

证明. 设 x ∈ B 满足 xn+a1x
n−1+ · · ·+an = 0, ai ∈ A，那么 σn(x)+σ(a1)σ

n−1(x)+ · · ·+σ(an) = 0，
由于 G 保持 K 不变，从而 σ(ai) = ai ∈ A，从而 σ(B) ⊆ B，而 σ 存在逆 σ−1，从而 sigma 是一一
映射即 σ(B) = B。

由于 K = LG（Galois 理论），故只需证明 B ∩ L = A，这是显然的，因为 A 在 K 中的整闭包为
A。

15. 设 A，K 如习题 14，L 是 K 的任意有限扩域，B 是 A 在 L 中的整闭包，证明：如果 p 是 A 的
任意素理想，那么 B 中那些局限理想是 p 的素理想 q 的集合是有限集。

证明. 若 L : K 可分，则可把它嵌入一个有限正规可分扩张中，由 13，14 题可得成立。

若 L : K 纯不可分（否则取 K 为可分闭包），设 q 是 B 中的素理想，有 q∩A = p，则此时 K 为
有限特征的无限域（有限域和特征为 0 的域都是完全域 (complete field)，即他们的代数扩张都是可分
扩张。）

记 charK = p，对 α ∈ L，设它在 K 上的极小多项式为 f(α)，这个多项式满足 (f, f ′) 6= 1（f ′ 为
形式导数）。此时只能有 f ′ = 0。这代表 f 的展开式中，次数不为 p 的倍数的项的系数均为 p 的倍数，
即在 K 中 f 的表达式为 g(xp)。

若 g(x) 在 L 上有重根，那么 (g, g′) 6= 0，对 g(x) 重复以上讨论，直到 f(x) = k(xpn

)，此时 k(x)

不可约且无重根。设在 k(x) 的分裂域中

k(x) = Π(x− xi)
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则在 f(x) 的分裂域中有
f(x) = Π(x− x

1/pn

i )p
n

而 xpn

的极小多项式为 k(x) 为可分多项式，从而 xpn ∈ K，由扩张的性质这个 n 不超过 [L : K]，从
而存在 N 使得对任意的 x ∈ L 都有 xpN ∈ K。

若 x ∈ q，则 xpn ∈ q∩K = p。设 f(p) = {x ∈ B, ∃m, xpm ∈ p}，显然 f(p) = q。从而 q 与 p 的
对应是一一的。

16. 令 k 是域，A 6= 0 是有限生成 k-代数。则存在有限个元素 y1, · · · , yr 是在 A 上代数无关，且有 A

在 k[y1, · · · , yr] 上整。

这有如下的几何解释：设 k 代数闭，X 是 kn 中的仿射代数簇，其坐标环 A 6= 0，利用习题 2，可
以构造 kn 中的 r 维线性子空间 L，并有映射把 X 映到 L 上。

证明. 假定 k 是无限域，设 x1, · · · , xn 生成了 A，我们可以重排 xi 使得 x1, · · · , xr 代数无关且
xr+1, · · · , xn 在 k[x1, · · · , xr] 上整。

现对 n 用归纳法。

n=r 时成立。设 [r,n-1] 均成立。

由于 xn 在 k[x1, · · · , xn−1] 上整，则存在一个多项式 f(x1, · · · , xn) = 0，设 F 是由 f 的所有最
高次数的项构成的多项式，则存在 λi 使得 F (λ1, · · · , λn−1, 1) 6= 0，令 x′i = xi − λixn，有 xn 在
A′ = k′[x′1, · · · , x′n] 上整，因此 A 在 A’ 上整，从而由归纳假设，A 在 k[y1, · · · , yr] 上整。

17. 令 X 是 kn 上的代数簇，k 是代数闭域，令 I(X) 是簇 X 在多项式环 k[t1, · · · , tn] 中生成的理想。
如果 I(X) 6= (1)，那么 X 非空。

据此推断多项式环 k[t1, · · · , tn] 的每个极大理想都形如 (t1 − a1, · · · , tn − an)，其中 ai ∈ k。

证明. 记 A = k[t1, · · · , tn]/I(X) 是 X 的坐标环，那么 A 6= 0，由 16 题，存在 X 到 L 的映射，从而
X 非空。

18. 设 k 是域，B 是有限生成 k-代数，若 B 是域，那么 B 是 k 的有限代数扩域。（这是 Hilbert 零
点定理另一种形式）

证明. 设 x1, · · · , xn 生成了作为 k-代数的 B，对 n 用归纳法。

n=1 结论是显然的。（1/x1 =
∑

anx
n
1 说明 x1 是代数元，从而 k[x1] = k(x1)）

设 n>1，记 A = k[x1]，K = k(x1)，由归纳假设，B 是 K 的有限代数扩域。

设 x2, · · · , xn 中的每个元素在 K 中有首 1 的多项式，记这些多项式的系数的分母的乘积为 f，易
有 B 在 Af 上整。

若 x1 在 k上是超越的，那么 A是整闭的（UFD是整闭的），从而 Af 是整闭的（5.12），又 K在 Af

上整，从而 Af = K，这不可能（因为可以很容易找到非平凡理想，只要在 A 中找到和 {1, f, f2, · · · }
不相交的理想 a，那么 S−1a 就是非平凡理想）。从而 x1 是代数的，因此 K 是 k 的有限扩张。

19. 用 18 题证明 17 题。
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证明. B = k[t1, · · · , tn]/m 是有限生成代数扩域，其中 m 是极大理想。由于 k 是代数闭域，它的代数
元都在 k 中，从而有 k-代数同构 B → k。设 k[t] → B → k 的复合下 ti 7→ xi，而显然这个复合下
xi 7→ xi，则 ti − xi = 0，则 m ⊆ (t1 − x1, · · · , tn − xn)，又 m 是极大理想，故两者相等。

证明 2. 由 16 题，存在 k 的线性空间 A = k[t1, · · · , tn]，B 在 A 上整，由5.7，得到 A 是域，从而 ti

不存在，即 A = k，从而 B 是 k 的有限生成代数。

20. 令 A 是整环 B 的子环，使得 B 在 A 上有限生成，证明：存在 s 6= 0, s ∈ A 和在 A 上代数无关
的元素 y1, · · · , yn ∈ B 使得 Bs 在 B′s 上整，其中 B′ = A[y1, · · · , yn]

证明. 设 S = A−{0}，令 K = S−1A 是分式域，由于 B 在 A 有限生成，那么 S−1B 在 S−1A 上有限
生成。由习题 16，存在 x1, · · · , xn ∈ S−1B，它们在 K 上代数无关，且 S−1B 在 C = K[x1, · · · , xn]

上整。设 xi = yi/si，则每个 B 的生成元 bi 都满足一个多项式 p(bi/1) =
∑

ci,j(xi/1)
j , ci,j ∈ C，取 s

是所有 ci,j 的分母的乘积，这个 s 满足条件。

21. 条件同题 20，证明：A 中存在 s 6= 0 使得如果 Ω 是代数闭域且 f : A → Ω 是个同态，f(s) 6= 0，
那么 f 可以扩张到 B → Ω

证明. f 可以首先扩张到 B′ 上，例如令 f(yi) = 0，然后可以扩张到 B′s 上（f(b/s) = f(b)/f(s)），再
由题 2，可以扩张到 Bs 上，那么 f(b) = f(b/1)。

22. 条件同题 20，如果 A 的大根是零，那么 B 的大根也是零。

证明. 对 v 6= 0, v ∈ B，考虑环 Bv 和它的子环 A，由题 21 存在满足题 21 性质的 s。由于 A 的大根
为 0，故存在不含 s 的极大理想 m。考虑自然同态 A → A/m，这个映射可以扩充到 g : Bv → Ω，其
中 Ω 是包含 A/m 的代数闭域。

由于 g(1/v)g(v/1) = g(1/1) = 1，若 g(v) = g(v/1) = 0，则 1 = 0 矛盾，故 g(v) 6= 0。由
于 Bv/Ker(g) 是域，从而 Ker(g) 是 Bv 中的极大理想。可以看出 m 是 A → A/m 的核，从而有
Ker(g) ∩A = m。Ker(g) ∩A ⊆ Ker(g) ∩B。

重新整理下 g 的扩张：首先有
g : A→ A/m→ Ω

题 21 告诉我们可以扩张到：

g : A→ As → (A[y1, · · · , yn])s → Bv → (Bv)s → Ω, yi ∈ Bv

由于 s /∈ m，从而 g(As) = g(A) = A/m（即域的分式环还是他自己 As/S
−1m ∼= A/m）。由题 21

的构造方式，有 g((A[y1, · · · , yn])s) = g(A)。同理对 Bv 也一样，有 g(Bv) = g((Bv)s)。

由于 (Bv)s 在 (A[y1, · · · , yn])s 上整，从而 g((Bv)s) 在 g((A[y1, · · · , yn])s) 上整。从而 g(Bs) 在
g(A) 上整。由于 g(B) ⊆ g(Bs)，从而 g(B) 在 g(A) 上整。由于 g(A) 是域，从而由 5.7，得到 g(B)

也是域，从而 ker(g) ∩B 是极大理想。

综上，对 B 的任意非零元素 v，总有极大理想不含 v，故 B 的大根为零。
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23. 令 A 是环，证明下列说法等价：

i) A 的每个素理想都是极大理想的交

ii) A 的每个同态象的小根等于大根

iii) A 的每个非极大的素理想等于真包含它的素理想的交。

称满足这些条件的环为 Jacobson 环。

证明. 如果 i) 成立，对商映射 A→ A/a，A/a 的小根为 a 的根理想，即包含 a 的素理想（一些极大
理想的交）的交，A/a 的极大理想的原像是包含 a 的极大理想，从而 A/a 的大根和小根相同。

如果 ii) 成立，考虑 A/p，它的大根是 0，从而成立。

如果 iii) 成立，假设 i) 不成立，则存在素理想 p 不是极大理想的交，那么 B = A/p 的大根不是
0。设 f ∈ R(B), f 6= 0，有 Bf 6= 0，取 Bf 的极大理想 m，它在 B 中的原像是一个素理想 q，q 不是
极大理想（否则 f ∈ q），q 是真包含 q 的素理想的交。然而，由于 q 在不含 f 的素理想的集合中是极
大的，从而比 q 还大的集合只能包含 f，故真包含 q 的所有素理想的交也包含 f，矛盾。

24. 设 A 是一个 Jacobson 环，B 是一个 A-代数。证明在下述两种情况下 B 也是一个 Jacobson 环：
i) B 在 A 上整；ii) B 作为 A-代数是有限生成的

特别的，有限生成的环和域上的任意有限生成代数都是 Jacobson 环。

证明. ii) 可由 22 题直接得到。

i) 如果 B 在 A 上整，设 q 是 B 的素理想，有 q∩A = p 是 A 的素理想，由5.6可得，B/q 在 A/p

上整。

设 u ∈ R(B/q)，则 (A/p)[u] ⊆ B/q 是一个中间环，且它的大根含有 u。但是 (A/p)[u] 是有限生
成 A/p-代数，由第二问结论，可得 u = 0。

有限生成的环同构于 Z[t1, · · · , tn]。

25. 设 A 是一个环，证明下述命题等价：

i) A 是一个 Jacobsonn 环。

ii) 每个有限生成 A-代数 B 若是域，则他是有限 A-代数（注意2.47）。

证明. 若 A 是一个 Jacobson 环，且域 B 是有限生成 A-代数，那么 A 是整环，根据题 21，取一个不
含 s 的极大理想 m，f : A→ k = A/m 可以扩张到 f : B → Ω。

由于 B 是域，从而 B → Ω 是单射，考虑映射 ϕ : A → B，B 在 ϕ(A) 上有限生成，则 f(B) 在
f(ϕ(A)) = A/m = k 上有限生成，从而 f(B) 是 k 的有限扩域。从而 B 是有限 A-代数。

若 ii) 成立，若 A 的素理想都是极大的，则显然 A 是 Jacobson 环。若 A 存在非极大的素理想 p，
考虑 B = A/p。设 f是 B的一个非零元，Bf 是有限生成 A-代数（由 1, 1/f 生成）。若它是域，则它是
有限 A-代数，则这个域在 A 上整，从而 A 也是域，矛盾。从而 Af 不是域，即它有一个极大理想 p′，
q = p′c 是 A 的素理想，且不含 f。由于 f 是任意非零元素，从而所有真包含 p 的素理想的交是 p。

26. 令 X 是拓扑空间，X 的一个子集称为局部闭的，如果它是一个开集合闭集的交，或者等价的说，
它在它的闭包中是开集。
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关于 X 的子集 X0，下列条件等价：

i) X 的每个非空局部闭子集都与 X0 相交

ii) 对 X 的每个闭集 E，都有 E ∩X0 = E

iii) X 中全部开集的集合到 X0 的全部开集的集合上的映射 U 7→ U ∩X0 是一一的。

具有这些条件的 X0 称为充分稠密 (very dense) 的

证明，对任何环 A，下列条件等价：

i) A 是 Jacobson 环

ii) A 的极大理想的集合在 SpecA 中充分稠密

iii) SpecA 中的每一个单点集且为局部闭子集是闭的。

证明. 事实上这是把 23 题翻译成了拓扑语言。

27. 设 A，B 是两个局部环，如果 A 是 B 的子环，而且 A 的极大理想 m 包含在 B 的极大理想 n 中，
那么称 B dominate A。令 K 是域且 Σ 是所有 K 的局部子环的集合。如果 Σ 按 dominate 的关系有
一个序，证明：A 是 Σ 的极大元当且仅当 A 是域 K 的赋值环（K 是 A 的分式域）。

证明. 首先由 Zorn 引理，这个序关系下 Σ 有极大元。

设 A 是极大元，那么由第四节域 K 的赋值环的构造得 A 是一个赋值环。

若 A 是 K 的赋值环，设 A ⊆ B，B 是包含 A 的极大元，则 B 也是赋值环。设 m ⊆ B，n ⊆ A，
它们分别是极大理想且 m ∩A = n。易知 m 和 n 是 B 和 A 中的不可逆元的集合，若 m− n 非空，取
x ∈ m− n，考虑 1/x ∈ K，它不在 B 中，从而不在 A 中；它的逆在 B 中但不在 A 中，矛盾。从而
m = n。取 x ∈ B − A，x 在 B 中可逆，则 1/x ∈ A，且 1/x 在 A 中不可逆。故 1/x ∈ n ⊆ m，与 x
在 B 中可逆矛盾。故 B = A。

28. 令 A 是整环，K 是其分式环，证明下命题等价：

i) A 是 K 的赋值环

ii) 如果 a, b 是两个 A 中的理想，那么要么有 a ⊆ b 要么有 b ⊆ a

从而如果 A 是赋值环，p 是它的素理想，那么 Ap 与 A/p 均为各自分式环的赋值环。

证明. 若 i) 成立，取 x ∈ a− b, y ∈ b− a，考虑 x/y, y/x，不妨 x/y ∈ A，则由于 A 是整环，故存在
t 使得 x/y = t/1⇒ x = yt 矛盾。

若 ii)成立，对 y/x ∈ K，若 x在 A中可逆，则 y/x ∈ A。若 x在 A中不可逆，但 y在 A中可逆，
则 x/y ∈ K。若 x, y 均在 A 中不可逆，考虑 (x) 与 (y)，这两个理想存在包含关系，不妨 (x) ⊆ (y)，
则 x = yt，从而 x/y = t ∈ A。

29. 令 A 是 K 的赋值环，证明每个包含 A 的 K 的子环都是 A 的局部化。

证明. 设 B 包含 A，且为 K 的子环。由于 B 的分式环也是 K，从而 B 也是赋值环。

设 q 是 B 的极大理想，则 qc = q∩A 是 A 的素理想。考虑 A′ = Ap，A′ 是赋值环，分式域为 K，
且 B dominate A′，由 27 题有 B = A′，从而 B 是 A 的局部化。
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30. 令 A 是 K 的赋值环，A 的可逆元组成的集合 U，是 K 的乘法子群 K× 的子群。令 Γ = K×/U，
设 ξ = x̄, η = ȳ，定义 ξ ≥ η ⇔ xy−1 ∈ A。证明这样定义了一个 Γ 上的全序，且与群的结构相容（即
ξ ≥ η ⇒ ξω ≥ ηω）。总之，Γ 是一个全序 Abel 群，称为 A 的 value group。

令 v : K× → Γ 是商同态，证明 v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y))。

证明. 全序的证明非常简单，这个序自反、反对称且传递，说明是一个偏序，任意两个元素可比，说明
是一个全序。

1 + y/x, 1 + x/y 中有一个在 A 中，故 v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y))。

31. 反之，设 Γ 是一个全序 Abel 群（运算记为加法），令 K 是一个域。一个 K 在 Γ 上的赋值是指一
个映射 v : K× → Γ 使得

i) v(xy) = v(x) + v(y)

ii) v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y))

证明 K× 中使得 v(x) ≥ 0 的元素是 K 的一个赋值环，称为 v 的赋值环，v(K×) 称为 v 的 value
group。

这样赋值环和赋值一一对应。

证明. 事实上，v(1) = 0，从而 v(x) = −v(−x)。

32. 设 Γ 是一个全序 Abel 群，Γ 的子群 ∆ 称为在 Γ 中孤立的，如果只要有 0 ≤ β ≤ α, α ∈ ∆，就
有 β ∈ ∆。设 A 是一个域 K 的赋值环，以 Γ 为 value group，证明：如果 p 是 A 的一个素理想，则
v(A − p) 是 Γ 中某个孤立子群 ∆ 中非负元素的集合。如此 SpecA 到 Γ 的孤立子群的映射也是一一
的。

证明. 只需证 v(A − p) 孤立，若 x ∈ p 使得 0 ≤ v(x) ≤ v(y), y ∈ A − p，那么 yx−1 ∈ A，即存在
tx = y，这不可能。

33. 设 Γ 是一个全序 Abel 群。设 k 是任意一个域，设 A = k[Γ] 是群代数，易知 A 是整环。

如果 u =
∑n

i=1 λixai
是 A 的一个非零元，其中 a1 < · · · < an，定义 v0(u) = a1，则 v0 适合 31

题的条件。v0 可唯一扩张为 A 的分式域上的映射 v，v 的 value group 恰为 Γ。

证明. 验证即可。

34. 设 A 是一个赋值环，K 是它的分式域，设 f : A→ B 是环同态，使得 f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 是
闭映射，那么如果 g : B → K 是任意 A-代数同态，那么 g(B) = A。

证明. 设 C = g(B)，则 A ⊆ C，设 n 是 A 的极大理想，由于 f∗ 是闭映射，那么 m = n ∩A 是 A 的
极大理想（习题 10），于是 Am dominate A，Cn dominate A，从而他们都是相等的。

35. 由习题 1 和习题 3 可得，如果 f : A→ B 是整同态，那么 (f ⊗ 1)∗ : Spec(B⊗A C)→ Spec(C) 是
闭的。

反之，设 f 有这个性质，且 B 是整环，证明 f 是整的。

证明：如果 B 是仅有有限个极小素理想的环，上述结果仍然成立。
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证明. 不妨 A 是 B 的子环。设 K 是 B 的分式域，A′ 是 K 的一个包含 A 的赋值环。由于 Spec(B⊗A

A′)→ Spec(A′) 是闭的，利用 34 可得，A’-代数同态 g : b⊗ a′ → ba′ 满足 g(B) = A′，从而有 A′ 包
含 B，根据5.28，从而 f 是整的。

若 B 有有限个极小素理想，设为 p1, · · · , pn，考虑 ϕi : A→ B → B/pi。由上面的结论，得到每
个 ϕi 都是整的，从而 Πϕi : A→ Π(B/pi) 是整的，因此 A→ B/N 是整的。

设 b ∈ B 满足 b̄n + ā1b̄
n−1 + · · ·+ ān = 0，即 bn + a1b

n−1 + · · ·+ an = s ∈ N，由于 s 幂零，故 b

在 A 上整。

6 链条件

命题 6.1. 令 Σ 是一个偏序集，具有序关系 ≤，有下列条件等价：

i) 在 Σ 中的每个递增序列 x1 ≤ x2 ≤ · · · 是稳定的（即存在正整数 n 使得 xn = xn+1 = · · ·）

ii) Σ 的每个非空子集都有极大元

定义 6.2. 如果 Σ 由模 M 的子模构成，序关系为 ⊆，那么 i) 称为升链条件（简记为 a.c.c.），ii) 称
为极大条件。满足上面等价条件之一的模 M 称为 Noether 模。如果序关系由 ⊇ 给出，那么称为降
链条件（简记为 d.c.c.）和极小条件。满足它们的模称为 Artin 模。

命题 6.3. M 是一个 Noether A-模当且仅当 M 的每个子模都是有限生成的。

证明. 若 M 是一个 Noether 模，令 N 是 M 的一个子模，Σ 是包含在 N 中所有有限生成子模的集
合，它有一个极大元 N0，考虑 N0 + Ax, x ∈ N −N0，它是有限生成的，且严格包含 N0，故必然有
N −N0 = ∅，从而 N 是有限生成的。

若 M 的每个子模都是有限生成的，取子模的一个升链 M1 ⊆M2 ⊆ · · ·，记 N =
⋃
Mn，它是 M

的子模，因此是有限生成的，不妨设由 x1, · · · , xr 生成，则存在一个最小的 n 使得 Mn 包含所有生成
元，从而链是稳定的。

命题 6.4. 令 0→M ′ α−→M
β−→M ′′ → 0 是 A-模正合序列，那么：

i) M 是 Noether 模等价于 M’ 和 M” 都是 Noether 模

ii) M 是 Artin 模等价于 M’ 和 M” 都是 Artin 模

推论 6.5. 如果 Mi 是 Noether（或 Artin）A-模，那么 ⊕n
i=1Mi 也是。

证明. 对 0→Mn → ⊕n
i=1Mi → ⊕n−1

i=1 Mi → 0 用归纳法。

定义 6.6. 环 A 称为 Noether 环（或 Artin 环），如果它作为 A-模是 Noether 模（或 Artin 模），即
它满足理想的 a.c.c.（或 d.c.c.）。

命题 6.7. A 是 Noether 环（或 Artin 环），M 是有限生成 A-模，那么 M 是 Nother（或 Artin）模。

证明. M 是 An 的商模，0→ Ker(f)→ An f−→M → 0 正合。

命题 6.8. A 是 Noether（或 Artin）环，则对任意理想 a，A/a 同样也是 Noether（或 Artin）环。

推论 6.9. 如果 A 是 Noether（或 Artin）环，ϕ 是 A 到环 B 之上的一个同态，那么 B 也是 Noether
环。
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定义 6.10. 模 M 的子模链是 M 的子模序列使得 M = M0 ⊇ M1 ⊇ · · · ⊇ Mn = 0。相邻元素不相
等，链的长度为 n。M 的合成列 (composistion series) 是一个极大链，即不能添加任何子模，每个商
模 Mi−1/Mi 都是单的（除了它和自己没有其他子模）。

命题 6.11. 假设 M 有一个长度为 n 的合成列，那么 M 的每个合成列长度都是 n，在 M 中的每个链
都可以扩充成合成列。

证明. 令 l(M) 表示 M 的合成列的最小长度。

i) N ⊊ M ⇒ l(N) < l(M)。对 M 的合成列 (Mi)，令 Ni = N
⋂
Mi，则 Ni/Ni+1 ⊆ Mi/Mi+1，

从而 Ni/Ni+1 要么和 Mi/Mi+1 相等要么只有一个元素。若全部是相等，则易有 M = N，故至少有
一个是 Ni = Ni+1，去掉重复的之后，l(N) < l(M)

ii) 在 M 中的任何链长度都不大于 l(M)。事实上 M = M0 ⊇M1 · · · 是一个长度为 k 的链，则有
l(M) > l(M1) > · · · > l(Mk) = 0，从而 l(M) ≥ k。

iii) 从 ii) 易得所有合成列都一样的长度。

命题 6.12. M 有合成列等价于 M 满足两个链条件 (a.c.c. 和 d.c.c.)。

证明. 若 M 有合成列，则在 M 中的所有链都是有限长度，显然 a.c.c. 和 d.c.c. 成立。

若 M 满足两个链条件，取 M 的真子模集合里极大的，记为 M1，如此往下得到一个降链，它必
是有限的，它是合成列。

定义 6.13. 满足 a.c.c. 和 d.c.c. 的模称为有限长度模，l(M) 称为 M 的长度。把 Jordan-Hölder 定理
（群 G 的任意两个合成序列是同构的）应用于有限长度模：如果 (Mi)0≤i≤n 和 (M ′

i)0≤i≤n 是两个合成
列，那么商模集合 (Mi−1/Mi) 和 (M ′

i−1/M
′
i) 之间存在一一对应并且同构。

命题 6.14. 长度 l(M) 是所有有限 A-模类上的一个加性函数。

证明. 事实上，对正合序列 0→M ′ →M →M ′′ → 0，M ′ 和 M ′′ 的正合列给出了一个 M 的正合列，
从而 l(M) = l(M ′) + l(M ′′)。

命题 6.15. 对域 k-向量空间 V，下面条件等价：

i) 有限维数

ii) 有限长度

iii) a.c.c.

iv) d.c.c.

如果这些条件满足，则长度 = 维数。

证明. 若 i) 成立，即存在 a1, · · · , an 使得 V = ka1 + · · ·+ kan，对 V 的任意子模 V ′，显然它包含的
生成元子集唯一决定了该子模，包含同一组生成元子集的子模相同，从而它一定有限长度且满足 a.c.c.
和 d.c.c.。

而若 i) 不成立，那么存在无限个生成元 (xi)i∈I，取一列无穷子集 (xi)i∈N∗，设 Un 是 (x1, · · · , xn)

生成的子模，Vn 是 (xn, xn+1, · · · ) 生成的子模，显然这两组子模链不满足升链和降链条件。
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推论 6.16. 令 A 是一个环，它的零理想是极大理想的乘积 m1 · · ·mn。那么 A 是 Noether 环当且仅当
A 是 Artin 环。

证明. 考虑 A ⊇ m1 ⊇ · · · ⊇ m1 · · ·mn = 0，每个因子 m1 · · ·mi−1/m1 · · ·mi 都是域 A/mi 上的向量空
间，因此对 A 有 a.c.c.⇔ d.c.c.。

6.1 习题 6

1. i) 如果 M 是一个 Noether A-模，u : M →M 是一个模同态，如果 u 是满的，那么 u 是同构。

ii) 如果 M 是一个 Artin A-模，而 u 是单的，那么 u 也是同构。

证明. i) 有 Ker(un)（u 的 n 次复合）是 M 的子模，这个序列是升链，从而由 Noether 环的性质，有
存在最小的 n 使得 ker(un) = Ker(un+1) = · · ·。若 n ≥ 2，对 x ∈ Ker(un)−Ker(un−1)，存在 y ∈M

使得 u(y) = x，则 un+1(y) = un(x) = 0，从而 y ∈ Ker(un+1) = Ker(un)，从而 un(y) = un−1(x) = 0，
这与 x /∈ Ker(un−1) 矛盾。从而 n = 1，即 Ker(u) = Ker(u2) = · · ·。

如果 u(x) = 0，设 x = u(y)，则 u(u(y)) = 0 ⇒ u(y) = 0 ⇒ u(x) = 0，从而 u 是单的，从而 u

是同构。

ii) 考虑 Im(un)，这个序列是降链，由 Artin 模的性质，存在最小的 n 使得 Im(un) = Im(un=1) =

· · ·。同上讨论，若 n ≥ 2，设 x ∈ Im(un−1)−Im(un)，设 u(x) = y，有 y ∈ Im(un) = Im(un+1)，从而存
在 un+1(z) = y = u(x)，由于 u 是单射，从而 x = u(z)，矛盾。从而 n = 1，即 Im(u) = Im(u2) = · · ·。

对任意的 x ∈M，设 u(x) = y ∈ Im(u) = Im(u2)，则 y = u2(z)⇒ x = u(z) ∈ Im(u)，故 u 是满
射，从而 u 是同构。

2. 令 M 是一个 A-模，如果每个非空的由 M 的有限生成子模构成的集合都有一个极大元，那么 M

是 Noether 模。

证明. 若 M 不是 Noether 模，那么存在一个 M 的非有限生成子模，它的有限生成子模集合不存在极
大元。

3. 令 M 是一个 A-模，且 N1, N2 是 M 的子模。如果 M/N1 和 M/N2 都是诺特环，那么 M/N1 ∩N2

也是 Noether 环。用 Artin 代替 Noether 也是成立的。

证明. 考虑正合列 0→ N1/(N1 ∩N2)→M/N1 ∩N2 →M/N1 → 0 即可。

4. 令 M 是一个 Noether A-模，令 a 是 M 在 A 中的零化子，证明：A/a 是一个 Noether 环。

证明. 设 M 的生成元为 x1, · · · , xn，设 ai = Ann(xi)，那么 A/ai ∼= Axi 是一个子模，它是有限生成
的。所以 A/ ∩ ai 的任意理想是有限生成的。

5. 一个拓扑空间 X称为 Noetherian，如果 X的开子集满足升链条件。因为闭子集是开集的补集，从而
也可以说闭子集满足降链条件。证明：如果 X 是 Noetherian，那么每个 X 的子空间也是 Noetherian，
且 X 是紧的。
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6 链条件

证明. 前一问是显然的。

若 X =
⋃

Uα，它不存在有限子覆盖，则考虑一列 U1, U2 · · ·，它的构造如下：Un+1 是包含 X 中
不在

⋃n
i=1 Ui 中的点 x 的一个开集。则序列 U1, U1

⋃
U2, U1

⋃
U2

⋃
U3 · · · 不满足升链性质，矛盾

6. 证明下列是等价的：

i) X 是 Noetherian

ii) 每个 X 的开子集是紧的

iii) 每个子空间是紧的

证明. 若 i) 成立，那么应用第五题的方法，同样可以得到 ii) 和 iii) 成立。

若 iii) 成立，则显然 ii) 成立

若 ii) 成立，那么对 X 的任意升链 U1 ⊆ U2 ⊆ · · ·，以及诱导的开覆盖
⋃
Uα，都存在有限子覆盖⋃n

i=1 Uti , t1 < t2 < · · · < tn。那么 Utn = Utn+1
= · · ·，即满足升链条件。

7. 一个 Noetherian 空间是它的不可约闭子空间的有限并。因此 Noetherian 空间的不可约分支构成的
集合有限。

证明. 考虑 Σ 为所有不能表示为有限个不可约闭集并的闭子集的集合。

若 X ∈ Σ，由于 X 满足对闭集的极小条件，从而 Σ 有极小元 C。易知 C 本身不是不可约空间，
即他可以表示为两个真闭集的并。这两个闭集都是可以表示为有限个不可约闭集的并，故 C 也可以，
矛盾。

8. 如果 A 是诺特环，那么 Spec(A) 是 Noetherian 空间。它的逆命题成立吗？

证明. A 是诺特环，由于 V (a) ⊆ V (b)⇒ r(b) ⊆ r(a)，那么 SpecA 满足对闭集的极小条件。

逆命题不成立，可以构造一个只有一个素理想，但是不满足极大条件的环。

9. 由第八题推导出 Noether 环的极小素理想是有限的。

证明. 由第一章 20 题 iv)，极大不可约闭集对应极小素理想。

10. 如果 M 是一个 Noether 模（在任意环 A 上），那么 Supp(M) 是 Spec(A) 上的闭 Noetherian 子
空间。

证明. 由第三章 19 题，Supp(M) = V (Ann(M)) 是闭集。

11. 令 f : A→ B 是环同态，Spec(B) 是 Noetherian 空间，证明：f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 是一个闭
映射当且仅当 f 满足 going-up property.

证明. 第五章第 10 题表明 f∗ 是闭映射时 f 总是满足 going-up property.

若 f满足 going-up property，令 V (b)是一个闭集，其中 r(b)是一个根理想。有 B/b也是 Noether
环，从而 B/b 的极小素理想只有有限个。
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设 b 的极小素理想为 q1, · · · , qn，设 pi = qi ∩ A，有 b ∩ A =
⋂
pi，f∗(V (b)) = f∗(

⋂
V (qi)) =⋂

f∗(V (qi)) =
⋂
V (pi) = V (a) 是闭集。

12. 若环 A 使得 Spec(A) 是 Noetherian 空间，证明 A 的素理想集合满足升链条件。它的逆命题是否
成立？

证明. 事实上，V (p) ⊆ V (q)⇔ p ⊇ q。

反之是不成立的，取 k为一个域，环 A = Πk 是可数个 k的积，则 A的不可逆元必有一个分量为
0。考虑 A 的素理想 p，它的素理想必形如 {(a1, · · · , an, 0, an+1� · · · )}（对比第一章 26 题），满足升链
条件。但极小素理想对应极大不可约闭集，从而 Spec(A) 有无限个不可约闭集，从而不为 Noetherian
空间。

7 Noether 环

命题 7.1. 令 A 是 B 的子环，假设 A 是 Noether 环，且 B 作为 A-模是有限生成的，则 B 是一个
Noether 环。

命题 7.2. 如果 A 是 Noether 环，那么 S−1A 是 Noether 环。

证明. 事实上，S−1A 的理想和它的局限理想一一对应。

注 7.3 (Hilbert 基定理). 如果 A 是 Noether 环，那么多项式环 A[x] 是 Noether 环。

证明. 令 a是 A[x]的一个理想，a中的所有多项式的首项系数构成的集合，是 A的一个理想 b。由于 A

是 Noether环，所以 b有限生成，不妨设生成元为 a1, · · · , an。对每个 i，都存在多项式 fi = aix
ri+ · · ·，

令 r = max ri，记 f1, · · · , fn 生成的理想记为 a′。

记 f = axm+· · · ∈ a是任意一个元素，则 a ∈ b，如果m ≥ r，记 a =
∑

uiai，那么 f−
∑

uifix
m−ri

在 a 中且次数小于 m。不断用这种方法，直到多项式 g 使得次数小于 r，此时 f = g+h，其中 h ∈ a′。

记 M 是 1, x, · · · , xr−1 生成的 A-模，从而，a = (a
⋂
M) + a′。由于 M 是有限生成 A-模，从而

它是 Noether 模，因此 a
⋂
M 作为子模是有限生成的，从而 a 是有限生成的，从而 A[x] 是 Noether

环。

推论 7.4. B 是有限生成 A-代数，A 是 Noether 环，那么 B 也是 Noether 环。

证明. B 是多项式环 A[x1, · · · , xn] 的同态象，故为 Noether 环。

命题 7.5. 令 A ⊆ B ⊆ C 是环，假设 A 是 Noether 环而 C 作为 A-代数是有限生成的，且 C 作为
B-模是有限生成的，（此时等价于 C 在 B 上整），那么 B 作为 A-代数是有限生成的。

证明. 令 C作为 A-代数由 x1, · · · , xm 生成，C作为 B-模由 y1, · · · , yn 生成。那么有 xi =
∑

bijyj(bij ∈
B)，yiyj =

∑
k bijkyk(bijk ∈ B)。令 B0 是 A 上的代数，由 bij 和 bijk 生成。由于 A 是 Noether 环，

B0 也是 Noether 环，且 A ⊆ B0 ⊆ B。

C 的任何元素是系数在 A 中的 xi 的多项式。重复使用上述两式子可得：C 的每个元素是系数在
B0 的 yj 的线性组合，所以 B 作为 B0-模是有限生成的。由于 B0 作为 A-代数是有限生成的，于是 B
作为 A-代数是有限生成的。
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7 NOETHER 环

命题 7.6 (Zariski Lemma). 令 k 是域，E 是有限生成 k-代数。如果 E 是域，那么它是 k 的有限代
数扩张。

证明. 令 E = k[x1, · · · , xn]，如果 E 在 k 上不是代数的，那么可以重排 x1, · · · , xn 使得 x1, · · · , xr 在
k 上代数无关，且 xr+1, · · · , xn 每一个在 F = k(x1, · · · , xr) 上代数，因此 E 是 F 的有限代数扩张。

E 作为 F -模是有限生成的，对于 k ⊆ F ⊆ E 应用上命题，得到 F 是有限生成 k-代数，记
F = k[y1, · · · , ys]，每个 yi 都是 k(x1, · · · , xr) 的元素，具有形式 fi/gi。

根据素数有限的证明，k[x1, · · · , xr] 存在无穷个不可约多项式，因此存在一个和所有 gi 都互素的
多项式 h，F 的元素 h−1 不可能是 yj 的多项式，矛盾。因此 E 在 k 上是代数的。

推论 7.7. 令 k 是域，A 是有限生成 k-代数。m 是 A 的一个极大理想。那么域 A/m 是 k 的有限代
数扩张。特别的，如果 k 是代数闭的，那么 A/m ∼= k。

7.1 Noether 环中的准素分解

定义 7.8. 理想 a 叫做不可约的，如果 a = b
⋂
c⇒ a = b 或 a = c。

引理 7.9. 在 Noether 环 A 中，每个理想是有限个不可约理想的交。

证明. 设所有不是有限个不可约的理想的交的集合非空，取其中的极大元 a，由于 a 可约，故存在
a = b

⋂
c, a ⊊ b, a ⊊ c，于是 b 和 c 都是有限个不可约理想的交，矛盾。

引理 7.10. 在 Noether 环中，每个不可约理想是准素的。

证明. 过渡到商环，只需证如果零理想不可约，那么它是准素的。

设 xy = 0, y 6= 0，下证存在 n 使得 xn = 0。考虑升链 Ann(x) ⊆ Ann(x2) ⊆ · · ·，这个链稳定，故
对存在 n，使得 Ann(xn) = Ann(xn+1) = · · ·。

如果 a ∈ (y) ∩ (xn)，那么 ax = 0，a = txn。则 t ∈ Ann(xn+1) = Ann(xn)，故 a = 0，从而
(xn)

⋂
(y) = {0}。由于 0 不可约，故必须有 xn = 0，这说明 (0) 是准素的。

定理 7.11. 由这两个引理显然有 Noether 环 A 的每个理想都有准素分解。

命题 7.12. 在 Noether 环 A 中，每个理想 a 包含有它的根理想的一个幂次，即存在 n 使得 r(a)n ⊆ a。

证明. 根理想是有限生成的，那么设 x1, · · · , xk 生成 r(a)，且设 xmi

i ∈ a，令 m =
∑

(mi − 1) + 1，那
么 r(a)m ⊆ a。

推论 7.13. 在 Noether 环中，小根是幂零的。

推论 7.14. 令 A 是 Noether 环，m 是 A 的一个极大理想，q 是 A 的任何理想，那么以下断言是等
价的：

i) q 是 m-准素的；

ii) r(q) = m

iii) ∃n > 0,mn ⊆ q ⊆ m
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命题 7.15. 令 a 6= (1) 是 Noether 环 A 中的一个理想，那么属于 a 的素理想恰是在理想集合 (a :

x)(x ∈ A) 中出现的素理想。（注意对比第一唯一分解定理）

证明. 我们可以假定 a = 0，否则过渡到 A/a。

令
⋂n

i=1 qi = 0 是极小准素理想分解，pi = r(qi)，令 ai =
⋂

j ̸=i qj 6= 0。对 ai 中的任何非零元 x，
由4.6，有 r(Ann(x)) = pi，所以 Ann(x) ⊆ pi。

由于 qi 是 pi-准素的，存在一个整数 m 使得 pmi ⊆ qi，于是 aip
m
i ⊆ aiqi ⊆ ai ∩ qi = 0。设 M 是

使得该式成立的最小元素，设 x ∈ aip
m−1
i 非零，那么 pix = 0，于是对这样的 x 有 Ann(x) ⊇ pi，因

此 Ann(x) = pi

反之，若 Ann(x) 是一个素理想，那么 r(Ann(x)) = p，由第一唯一分解定理，因此 p 是属于 0 的
素理想。

7.2 习题 7

1. 设 A 不是诺特环，令 Σ 是 A 的不能有限生成的理想的集合，证明:Σ 有极大元，且 Σ 的极大元为
素理想。

这样若一个环的每个素理想都是有限生成的，那么他一定是诺特环。（I.S.Cohen）

证明. 由 Zorn 引理，Σ 存在极大元。

设 p 是一个极大元，若 a /∈ p, b /∈ p。不妨 a 不可逆，考虑 q = (a) + p，有 q 是有限生成的。

设 q 由 {ai + xi} 生成，其中 ai ∈ (a), xi ∈ p。设 (x1, x2, · · · , xn) = b，这是有限生成理想，有
b ⊊ p，且 b + (a) = (a) + p。设 y ∈ p, y /∈ b，设 y = bi + at，有 at ∈ p，从而 t ∈ (p : a)，即
p ⊆ b+ a(p : a)，而右边显然是左边的子集，从而 p = b+ a(p : a)。由于 b ∈ (p : a)，从而 (p : a) ⊋ p，
从而 (p : a) 是有限生成的，这样 b+ a(p : a) 是有限生成的，即 a 是有限生成的，矛盾。

2. 令 A 是诺特环且令 f = Σ∞n=0anx
n ∈ A[[x]]，证明：f 是幂零的当且仅当每个 an 是幂零的。

证明. 由第一章第五题，从 f 幂零可以推出任意 an 幂零。

反之，若每个 an 幂零，由于诺特环的小根是幂零的，即存在 m 使得任意 m 个幂零元的乘积是
零，故 fm = 0。

3. 令 a 是 A 中的不可约理想，则下列命题等价：

i) a 是准素的

ii) 对每个乘法封闭子集 S，存在 x ∈ S 使得 (S−1a)c = (a : x)

iii) 对任意 x ∈ A，序列 (a : xn) 是稳定的。

证明. 若 i)成立。若 S ∩ a非空，那么取 x ∈ S ∩ a，有 (a : x) = A，且 (S−1a)c = A；若 S ∩ r(a) = ∅，
那么 (a : x) = a，(S−1a)c = a；若 S ∩ r(a) 6= ∅，则设 s ∈ r(a) ∩ S，那么 sn ∈ S ∩ a，即为第一种情
况。

若 ii) 成立，x = 0 时显然 iii) 成立，不妨 x 6= 0。考虑 Sx，存在 y = xt, (a : y) = (S−1a)c，由于
(a : xu) ⊆ (S−1x a)c 恒成立，从而 (a : xt) = (a : xt+1) = · · · = (S−1a)c。
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若 iii) 成立，设 xy ∈ a, x /∈ a。若 y /∈ r(a)，考虑 (a : yn)，它是稳定的，则存在 n 使得 (a : yn) =

(a : yn+1) = · · · = b。在 A/a 下考虑，设 z ∈ (ȳn) ∩ (x̄)，有 z = ȳns = x̄t，有 ȳz = ȳn+1s = x̄ȳt = 0，
从而 s ∈ (0 : ȳn+1) = (0 : ȳn)，即 z = 0。从而 0 = (ȳn) ∩ (x̄)，右者均不为 0，与不可约性矛盾。

4. 判断下列哪个环是诺特环:

i) 在圆周 |z| = 1 上没有极点的有理函数环

ii) 具有正的收敛半径的幂级数环

iii) 具有无穷收敛半径的幂级数环

iv) 前 k 阶导在原点为 0 的多项式全体构成的环

v) 对 w 的偏导数在 z = 0 时为 0 的变元 z, w 的多项式全体构成的环

解. i) 是

ii) 是

iii) 不是

iv) 是

v) 不是

5. 设 A 是诺特环，B 是有限生成 A-代数，G 是 B 的 A-自同构构成的一个有限群，令 BG 是 G 的左
乘作用下保持不变的 B 的元素，证明：BG 是有限生成 A-代数。

证明. 事实上，B 在 BG 上整（参考第五章第 12 题），从而由7.5可得成立。

6. 如果一个有限生成的环 K 是一个域，那么它是一个有限域。

证明. 如果 charK = 0，那么它是一个有限生成 Z-代数，由于它是一个域，故有 Z ⊂ Q ⊆ K，且 K
是有限生成 Q-模。从而 Q 是一个有限生成 Z-模，这不可能。

如果 charK = p，那么它是一个有限生成 Z/(p)-代数，从而由 Zariski Lemma 有它是 GF (p) 的
有限代数扩张，故为有限域。

7. 令 X 是仿射代数簇，由一族方程 fα(t1, · · · , tn) = 0 给出，证明存在有限个方程使得 X 由这些方程
给出。

证明. k 作为域自然是诺特环，从而 k[t1, · · · , tn] 是诺特环。对由 fα 生成的理想，自然存在有限生成
元。

8. 如果 A[x] 是 Noether 环，那么 A 是否一定是 Noether 环？

解. 对 an 升链，考虑 (an)
e，它是一个稳定升链。

若 (an)
e = (an+1)

e，设 y ∈ an+1, y /∈ an，有 y ∈ (an+1)
e = (an)

e，从而存在 xi ∈ an 以及 fi ∈ A[x]，
使得

∑
fixi = y，考虑两边多项式的次数，有每个 fi 都是零次的，从而 fi ∈ A，即有 y ∈ an，矛盾。

从而 an = an+1，即升链稳定，故 A 为诺特环。
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9. 设 A 是一个环，使得

i) 对每个 A 的极大理想 m，局部环 Am 是诺特环

ii) 对每个 A 中的非零元 x，A 的包含 x 的极大理想构成的集合是有限的。

证明：A 是诺特环。

证明. 对任意一个理想 a，设一个极大理想 m1, · · · ,mr 包含它。取 A中的非零元 x0，设 m1, · · · ,mr+s

是含有 x0 的素理想，记 aj ∈ a使得 xj /∈ mr+j , 1 ≤ j ≤ s。由于每个 Amj
是诺特环，所以 a在 Amj

中
是有限生成的，这表明存在 b1, · · · , bk 在 Amj

中生成了 a。设这些所有 (ai, bj , x0) 在 A 中生成了 a0，
则对任意的 m为极大理想，有 a0 与 a在 Am 的扩理想相同，从而存在一个一一的模同态 am → (a0)m，
由3.17可得，a = a0，即 a 是有限生成的。

10. 令 M 是一个诺特 A-模，证明：M [x] 是一个诺特 A[x]-模。

证明. 希尔伯特基定理即为 M = A 的情形，仿照基定理的证明很容易得到该结论。

11. 令 A 满足每个局部环 Ap 是诺特环，请问 A 是诺特环吗？

解. 不一定是。第六章第 12 题的构造可以应用在这里，事实上，设 p = {(a1, ·, an−1, 0, an+1, · · · )}，此
时 (Ap)

−1p 任意一个元素 (a1, · · · , 0, · · · )/(· · · , bn, · · · ) = 0/(· · · , bn, · · · )(0, · · · , cn, 0, · · · )，从而 Ap

的极大理想是 0，即它是一个域，显然为诺特环。

12. 设 A 是环，B 是 faithfully flat A-algebra，如果 B 是诺特环，证明 A 也是诺特环。

证明. 由第三章第 16 题，在 A 和 B 的理想间存在诱导的双射 a 7→ ae，从而右者升链稳定代表左边的
升链也是稳定的。

13. 令 f : A→ B 是一个环同态，并设 f∗ : Spec(B)→ Spec(A) 是一个与 f 相伴的映射，证明：f∗ 的
纤维是 B 的 Noether 子空间。

14. 令 k 是代数闭域，用 A 表示多项式环 k[t1, t2, · · · , tn]，设 a 是 A 中的理想。设 V 是由理想 a

定义的 kn 中的簇：V = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ kn|f(x) = 0, ∀f ∈ a}，令 I(V ) 表示 V 生成的理想，即
{g|g(x) = 0, ∀x ∈ V }，则 I(V ) = r(a)。

证明. 容易看出若 gn ∈ a，那么 g ∈ I(V )，从而 r(a) ⊆ I(V )。

若 f /∈ r(a)，由于根理想是包含 a 的素理想的交，从而存在一个素理想 p ⊇ a 使得 f /∈ p。

考虑 B = A/p，令 C = Bf = B[1/f̄ ]，则 C 是有限生成 k-代数。根据7.7，令 m 是 C 的一个极
大理想，有 C/m ∼= k。

考虑映射链：

ϕ : A→ A/p = B → Bf = C → C/m ∼= k

ϕ(x) 的核为一个极大理想，形如 mx = (t1 − x1, · · · , tn − xn)，ϕ 实际上是把多项式在一个点
x = (x1, · · · , xn) 上“取值”。这样由于 a ⊆ mx，从而 (x1, · · · , xn) ∈ V，而 ϕ(g) 是 k 中的可逆元不
为 0，即 g 在 V 中不全为 0，从而 g /∈ I(V )。
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15. 令 A 是诺特局部环，m 是它的极大理想且 k 是它的同余类域，令 M 是有限生成 A-模，则下列命
题等价：

i) M 是自由模

ii) M 是平坦模

iii) m⊗M 到 A⊗M 的映射是双射

iv) TorA1 (k,M) = 0

16. 令 A 是诺特环，M 是有限生成 A-模，则下列命题等价：

i) M 是平坦 A-模

ii) 对任意素理想 p，Mp 是自由 Ap-模

iii) 对任意极大理想 m，Mm 是自由 Am-模

17. 令 A 是一个环，M 是诺特 A-模，证明：M 的每个子模都有准素分解。

证明. 这是诺特环理想都可以准素分解的推论，证明过程仿照诺特环即可。

18. 设 A 是诺特环，p 是 A 的素理想，令 M 是有限生成 A-模，证明下列命题等价：

i) p 在 M 中是属于 0 的素理想

ii) 存在 x ∈M 使得 Ann(x) = p

iii) 存在 M 的子模同构于 A/p。

由此推出存在 M 的子模列 0 = M0 ⊊ M1 · · · ⊊ Mr = M，且每个 Mi/Mi−1 ∼= A/pi

19. 令 a 是一个诺特环 A 中的理想，令 a =
⋂r

i=1 bi =
⋂s

i=1 ci 是两个极小分解且每个 bi, ci 不可约。
证明：r = s 且（在重排下标后）r(bi) = r(ci)

证明. 假设 r ≤ s，设 di = ci ∩ (
⋂r

i=2 bi)，我们断言 b1 =
⋂s

i=1(di + b1)。

如果这不真，那么存在 bi ∈ b1, di ∈ di，使得 x = b1 + d1 = · · · = bs + ds /∈ b1，从而 di − d1 =

b1−bi ∈ b1，同时 di−d1 ∈ (
⋂r

i=2 bi)，故 di−d1 = b1−bi ∈ a，从而 di−d1 ∈ cj , ∀i, j，从而 d1 ∈ ci, ∀i，
从而 d1 ∈ a ⊆ b1，这与 b1 + d1 /∈ b1 矛盾。

从而 b1 =
⋂s

i=1(di + b1)，由于 b1 是不可约的，从而存在 di + b1 = b1，即 di ⊆ b1，从而
di ⊆ b1 ∩ (

⋂r
i=2 bi) = a，从而 di = a。

这样一点一点替换后，易得 r = s。且由于这是准素分解，从而属于 a 的素理想集合也是对应
的。

20. 设 X 是拓扑空间，设 F 是具有下述性质的 X 的子集族中的最小者：这种集合包含所有 X 的开
子集，且对于有限交和求补运算是封闭的。

i) 证明：X 的子集 E ∈F 当且仅当 E 是形如 U ∩C 集合的有限并，其中 U 是开集，C 是闭集。

ii) 假设 X 不可约，设 E ∈F，证明 E 在 X 中稠密当且仅当 E 包含 X 的一个非空开集。

证明. i) 根据 De Morgan’s Laws 这是显然的。

ii) 由于不可约空间的开集是稠密的，只需证 E 稠密时的那一部分。
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设 E 稠密，且 E =
⋃n

i=1(Ui ∩ Ci)，有 X = Ē =
⋃
Ui ∩ Ci，由于 X 不可约，从而 X = Ui ∩ Ci，

从而 Ui = X，且 Ci = Ci = X，从而 Ui ∩ Ci = Ui。

21. 令 X 是 Noetherian 拓扑空间，令 E 是 X 的子集，证明：E ∈ F 当且仅当对每个不可约闭子集
X0，要么 E ∩X0 6= X0，要么 E ∩X0 包含一个 X0 的非空开子集。

证明. E ∩X0 = X0 表明它在 X0 中稠密，由 20 题立得。

反之，若 E /∈ F，那么满足 E ∩X ′ /∈ F 的闭子集 X ′ 构成的集合不空。由于 X 是 Noetherian
空间，从而这个集合有极小元 X0。记 F = X0 ∩ E，如果 F 6= X0，那么它满足 F ∩ E ∈ F，则
E ∩X0 = E ∩X0 ∩ E ∈F，矛盾，从而 F = X0。

则若 E ∩X0 包含一个非空开集，那么 (E ∩X0) = (U ∩X0)∪ ((E −U)∩X0) = (U ∩X0)∪ (E ∩
U c ∩X0) ∈F。

22. 令 X 是 Noetherian 拓扑空间，令 E 是 X 的子集，证明：E 在 X 中开当且仅当对每个不可约闭
子集 X0，要么 E ∩X0 = ∅，要么 E ∩X0 包含一个 X0 的非空开子集。

证明. 证明同上题。

23. 设 A是诺特环，f : A→ B 是有限型的环同态（因此 B是诺特环）。设 X = Spec(A), Y = Spec(B)，
令 f∗ : Y → X 是与 f 相伴的映射，那么 Y 的可构造子集在 f∗ 的象是 X 的可构造子集。

24. 沿用习题 23 的记号，有 f∗ 开等价于 f 有下降性质。

25. 设 A 是诺特环，f 是有限型且平坦的，那么 f∗ 是开映射。

26. 设 A是诺特环，用 F (A)表示有限生成 A-模的一切同态类的集合。设 C 是由 F (A)生成的自由交换
群。对每个有限生成 A-模的短正合序列 0→M ′ →M →M ′′ → 0，令 C中的元素 (M ′)−(M)+(M ′′)

与之对应。设 D 是所有与短正合序列相应的元素生成的子群，商群 C/D 称作 A 的 Gothendieck 群，
用 K(A) 表示。如果 M 是有限生成 A-模，令 γ(M) 或 γA(M) 表示 (M) 在 K(A) 中的象。

i) 证明：K(A) 有下述性质：对定义在有限生成 A-模的类，取值在一个交换群 G 中的加性函数
λ，诱导一个唯一的 λ0 : K(A)→ G，使得 λ(M) = λ0(γ(M))

ii) 证明 K(A) 是由元素 γ(A/p) 生成，这里 p 是 A 的素理想。

iii) 如果 A 是域，更一般的，A 是主理想整环，证明:K(A) ∼= Z

iv) 设 f : A → B 是有限环同态，证明纯量的局限产生一个同态：f1 : K(B) → K(A)，使得
f1(γB(N)) = γA(N)对某个 B-模 N成立。如果 g : B → C 是另一个有限环同态，证明:(g◦f)1 = f1◦g1。

27. 令 A 是模且 F1(A) 是有限生成平坦 A-模的所有同构类，K1(A) 同上题，令 γ1(M) 表示 (M) 在
K1(A) 中的象。

i)证明模在 A中作张量积导出 K1(A)上一个交换环的同构，使得 γ1(M) · · · γ1(N) = γ1(M ⊗N)，
这个环的单位元是 γ1(A)

ii) 证明张量积导出群 K(A) 上的 K1(A)-模同构，使得 γ1(M)γ(N) = γ(M ⊗N)

iii) 如果 A 是（Noether）局部环，那么 K1(A) ∼= Z

iv) 设 f : A→ B 是环同态，B 是诺特环，证明纯量扩张产生一个环同态 f1 : K1(A)→ K1(B) 使
得 f1(γ1(M)) = γ(B ⊗A M)
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8 ARTIN 环

v) 如果 f : A → B 是有限环同态，那么 f1(f
1(x)y) = xf1(y)，换言之，可以通过纯量局限把

K(B) 看做 K1(A)-模，同态 f1 是 K1(A) 模同态。

8 Artin 环

命题 8.1. 在 Artin 环中，每个素理想都是极大的。

证明. 设 p 是一个素理想，则 B = A/p 是一个 Artin 整环。设 x ∈ B, x 6= 0，由降链条件，存在 n 使
得 (xn) = (xn+1)，因此存在 y 使得 xn = xn+1y，又 B 是整环，从而 xy = 1，因此 B 是域。所以 p

极大。

推论 8.2. Artin 环小根等于大根。

命题 8.3. 一个 Artin 环只有有限个极大理想。

证明. 考察所有有限交 m1

⋂
· · ·

⋂
mr，其中 mi 是极大理想。这个集合有一个极小元素，设为 a =

m1

⋂
· · ·

⋂
mn，对任何极大理想 m，m

⋂
a = a，从而 a ⊆ m。由1.23，有某个 mi ⊆ m，即有 mi = m，

故极大理想只有有限个。

命题 8.4. 在 Artin 环中，小根 N 是幂零理想。

证明. 存在 k 使得 Nk = Nk+1 = · · · = a，假定 a 6= 0。设 Σ 是所有使得 ab 6= 0 的理想 b 构成的集合，
因为 a ∈ Σ，故 Σ 非空。

取 Σ 的极小元 b，存在 x ∈ b 使得 xa 6= 0，从而 (x)a 6= 0，即 (x) ∈ Σ，又 b 极小，有 (x) = b。
又 xaa = xa 6= 0 且 xa ⊆ (x)，从而 xa = (x)。取 y 使得 x = xy, y ∈ a，因此 x = xy = xy2 = · · ·，
但是 y 是幂零元，所以 x = 0，矛盾。

定义 8.5. 环 A 的一个素理想链是指一个有限的严格增序列 p0 ⊆ p1 ⊆ · · · ⊆ pn，这个链的长度是 n。
定义所有素理想链的长度的上确界称为 A 的维数（可以是正无穷）。域的维数为 0，整数环的维数为
1。

定理 8.6. 环 A 是 Artin 环等价于 A 是 Noether 环且 dimA = 0。

证明. 若 A 是 Artin 环，由于每个素理想都是极大的，从而 dimA = 0，而由于小根是幂零的，从而
m1

⋂
· · ·

⋂
mt ⊇ Πmi 是幂零的，再由6.16，容易得出 A 是 Noether 环。

若 A 是 Noether 环且 dimA = 0，由于零理想有准素分解，而属于理想的极小素理想是包含它的
素理想集合的极小元（4.11），从而 A 只有有限个极小素理想。又 dimA = 0，故它们都是极大的。不
妨设 N =

⋂
mi，设 Nk = 0，则 Πmk

i = 0，故由6.16知 A 是 Artin 环。

命题 8.7. 若 A 是局部 Artin 环，它的极大理想为 m，则 m 是 A 仅有的素理想，因此是 A 的小根。
故 m 的每个元素都是幂零的且这个理想本身也是幂零的。A 的元素或是可逆元或是幂零元。

命题 8.8. 设 A 是一个 Noether 局部环，m 是它的极大理想，则下面两个陈述恰好有一个为真：

i) mn 6= mn+1 对所有 n 成立

ii) mn = 0 对某个 n 成立，此时 A 是一个 Artin 局部环。
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证明. 设对某个 n 有 mn = mn+1，由 Nakayama 引理，mn = 0，因此不满足 1 就满足 2，不满足 2，
就满足 1。假设满足 2，设 p 是 A 的任何素理想，有 mn ⊆ p，两边求根，有 m = p，因此 m 是仅有
的素理想，因此 A 是 Artin 局部环。

定理 8.9 (Artin 环的结构定理). Artin 环 A 是有限个 Artin 局部环的直积，且在同构意义下唯一。

证明. 设 mi 是所有不同的极大理想，存在 k 使得 Πmk
i = 0，而

⋂
mk

i = Πmk
i = 0，故自然映射

A→ ΠA/mk
i 是同构，每个 A/mk

i 是一个局部环（(mi/m
k
i )

k = 0），因此 A 是 Artin 局部环的直积。

反之，假定 A ∼= ΠAi，其中 Ai 是 Artin 局部环，则对每个 i 有一个投影 ϕi。设 ai 是 Ker(ϕi)，
这些 ai 两两互素，且

⋂
ai = 0，设 qi 是 Ai 的唯一的素理想，pi 是它在 A 中的限制理想，故它是素

理想也是极大理想。由于 qi 是幂零的，所以 ai 是 pi-准素的，且
⋂
ai 是 0 的准素分解。因为 ai 两

两互素，故 pi 也是如此，它们是 0 理想的孤立素理想。因此所有 ai 都是孤立的，由第二唯一性定理，
ai 由 A 唯一确定，从而在同构意义下唯一。

定义 8.10. 设 A 是一个局部环，m 是它的极大理想，k = A/m 是它的同余类域，A-模 m/m2 被 m 零
化，因此有 k-向量空间构造。如果 m 是有限生成的，那么 m 的生成元集合的像张成向量空间 m/m2，
因此 dimk(m/m2) 有限。

命题 8.11. 设 A 是一个 Artin 局部环，则下述陈述等价：

i) A 的每个理想都是主理想

ii) 极大理想 m 是主理想

iii) dimk(m/m2) ≤ 1

证明. 显然有 1→ 2→ 3，只需证明 3→ 1。

如果 dim(m/m2) = 0，则 m = m2，由 Nakayama 引理，m = 0，这样 A 是域。

如果 dim(m/m2) = 1，则 m 是主理想，设 m = (x)，又设 a 是 A 中异于 (0) 或者 (1) 的理想。

我们有 m = R，因此 m幂零，故存在 r使得 a ⊆ mr，且 a 6⊂ mr+1，于是存在 y ∈ a使得 y = axr，
由此推出 a /∈ (x)，A 是可逆元。因此 xr ∈ a，于是 mr ⊆ a，因此 a = mr = (xr)，所以 a 是主理
想。

8.1 习题 8

1. 设 q1 ∩ q2 ∩ · · · ∩ qn = 0 是一个 Noether 环中零理想的一个准素分解，qi 是 pi 准素的，p
(r)
i 是 pi

的第 r 阶 symbol power，证明：对每个 i = 1, 2, · · · , n，存在一个整数 ri 使得 p(ri) ⊆ qi。

假设 qi 是一个孤立准素分支，那么 Api
是一个 Artin 局部环，因此如果 mi 是它的极大理想，对

充分大的 r 有 mr
i = 0，于是对这些大的 r 有 qi = p

(r)
i

若 qi 是一个嵌入准素分支，则 Api
不是 Artin 环，因此这些幂次 mr

i 都不相同，从而 p
(r)
i 也都不

相同，从而在给定的准素分解中，我们可以用 p(r) 中的元素去替换 qi，于是存在 (0) 的无限个极小分
解，他们区别在于 pi 分支不同。

证明. 若 x ∈ p(r)，即 x/1 = q/s, s ∈ A − p, q ∈ pr，即 xss′ = qs′ ∈ pr，由于诺特环的性质，存在
pr ⊆ q，从而此时 x ∈ q，即 p(r) ⊂ q。
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2. 设 A 是诺特环，那么下列命题等价：

i) A 是 Artin 环

ii) Spec(A) 是离散且有限的

iii) Spec(A) 是离散的

证明. 若 A 是 Artin 环，显然 ii) 和 iii) 都是成立的。

若 ii) 成立则 iii) 成立。

若 iii) 成立，每个单点集是开集说明素理想之间不含有包含关系，即环 A 有有限个素理想且均为
极大理想。此时 dimA = 0，从而由 A 是诺特环，有 A 是 Artin 环。

3. 令 k 是域，A 是有限生成 k-代数，请证明下列命题等价：

i) A 是 Artin 环

ii) A 是有限 k-代数

证明. 若 i) 成立，由于 A 是局部 Artin 环的直积，只需对局部 Artin 环证明即可。设 A 的极大理想
为 m，则 k′ = A/m 是 k 的有限生成代数，由 ZariskiLemma 有 k′ 是 k 的有限代数扩张，从而是有
限维 k-向量空间。

由于 A 是 Artin 环，从而存在链 m ⊇ m2 ⊇ m3 ⊇ · · · ⊇ mr = 0，且有 mi/mi+1 ∼= A/m，从而 m

是有限生成 k-模。

若 ii) 成立，A 可以视为有限维 k-向量空间。

4. 设 f : A→ B 是有限型环固态; 研究下列命题:

i) f 有限;

ii) f∗ 的纤维是 Spec(B) 的离散子空间;

iii) 对 A 的每一素理想 p，环 B ⊗A k(p) 是有限 k(p)-代数（k(P ) 是 Ap 的同余类域);

iv) f∗ 的纤维是有限的.

证明：i)→ ii)→ iii)→ iv)

如果 f 是整的，且 f∗ 的纤维是有限的，f 是否一定有限?

5. 证明第五章习题 16 中的 X 是 L 的有限覆盖。

证明.

6. 设 A 是一 Noether 环，q 是 A 中一个 p-准素理想。考虑从 q 到 p 的准素理想链。证明所有这种链
都具有限有界长度，并且所有极大链的长度都相同。

证明. 类似于合成列的证明方法可以证明。
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9 离散赋值环和 Dedekind 整环

命题 9.1. 设 A 是维数 1 的 Noether 整环，A 中每一个理想 a 可以唯一表示为准素理想的乘积，这
些准素理想的根互不相同。

证明. 由于 A 是 Noether 环，a 有一个极小准素分解 a =
⋂
qi，其中每个 qi 是 pi-准素的。因为

dimA = 1 且 A 是整环，A 的每个非零素理想都是极大的（素理想链 p ⊇ (0)），因此 pi 是互不相同的
极大理想（因为 pi ⊇ qi ⊇ a 6= 0），所以是两两互素的。由此可得 qi 两两互素，故有 Πqi =

⋂
qi，因

此 a = Πqi。

反之，如果 a = Πqi，同样推理可得 a =
⋂
qi，这是 a 的一个极小准素分解，其中每个 qi 是一个

孤立准素分支，因此表示方法唯一。

命题 9.2. 设 A 是一个维数 1 的 Noether 环，它的每个准素理想是一个素理想的幂，这样的理想都能
分解成素理想的乘积，如果我们相对于一个非零素理想 p 对 A 做局部环 Ap，满足和 A 一样的条件。
因此 Ap 中每个非零理想是极大理想的幂。

9.1 离散赋值环

定义 9.3. 设 K 是一个域，K∗ = K − {0} 是 K 的乘法群。K 的一个离散赋值 (discrete valuation) 是
一个 K∗ 到 Z 之上的映射 v，使得：

i) v(xy) = v(x) + v(y)，即 v 是一个群同态；

ii) v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y))

所有使得 v(x) ≥ 0的 x和 0构成一个环，叫做 v的赋值环，它是 K的一个赋值环。令 v(0) = +∞，
就将 v 扩张到整个 K 上。

一个整环 A 叫做离散赋值环 (discrete valuation ring)，如果它的分式环 K 有一个离散赋值 v 而
A 恰是 v 的赋值环。

例 1. i) K = Q，对任意素数 p，可以定义 vp(x) 为 x 的 p 的幂次（可以为负数）。

ii) K = k[x], k 是域，取不可约多项式 f，可以如 i) 定义 v。

命题 9.4. 由于赋值环是局部环，所以 A 只有一个极大理想，由于 v(1) = 0, v(x−1) = −v(x)，从而极
大理想由所有满足 v(x) > 0 的 x ∈ K 构成。

命题 9.5. 如果离散赋值环 A 中两个元素 v(x) = v(y) 6= 0，则 v(xy−1) = 0，因此 xy−1 可逆，故
(x) = (y)。

如果 a 6= 0 是 A 中的理想，则存在一个最小整数 k 使得对某个 x ∈ a 有 v(x) = k，因此 a

包含有一切满足 v(y) ≥ k 的 y（yx−1 ∈ A，从而 yx−1x ∈ a），于是 A 中仅有的非零理想是理想
mk = {y ∈ A : v(y) ≥ k}。这些理想构成单链 m ⊇ m2 ⊇ · · ·，因此 A 是 Noether 环。

更进一步的，v : K∗ → Z 是满的，因此存在 x ∈ m 使得 v(x)=1，那么 m = (x),mk = (xk)，这
样 m 是 A 中仅有的非零素理想，而 A 是 Noether 局部整环，维数为 1，它的任一非零理想都是极大
理想的幂。

命题 9.6. 设 A 是维数 1 的 Noether 局部整环，m 是它的极大理想，k = A/m 是它的同余类域，则
下述叙述等价：
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i) A 是离散赋值环

ii) A 是整闭的

iii) m 是主理想

iv) dimk(m/m2) = 1

v) 每个非零理想是 m 的一个幂

vi) 存在 x ∈ A，使得每个理想形如 (xk)

证明. 若 i) 成立，赋值环都是整闭的，从而 ii) 成立。

若 ii)成立，设 a ∈ m，由于 m是唯一的素理想，从而 r(a) = m，从而存在 n使得 mn ⊆ (a),mn−1

不是 (a) 子集。设 b ∈ mn−1, b /∈ A，设 x = a/b 是 K 的分式域的元素，则 x−1a = b，从而 x−1 /∈ A，
由于 A 是整闭的，从而 x−1 在 A 上整。在 K 上考虑 x−1m，yo 若 ii) 成立，设 a ∈ m，由于 m 是唯
一的素理想，从而 r(a) = m，从而存在 n 使得 mn ⊆ (a),mn−1 不是 (a) 子集。设 b ∈ mn−1, b /∈ A，设
x = a/b 是 K 的分式域的元素，则 x−1a = b，从而 x−1 /∈ A，由于 A 是整闭的，从而 x−1 在 A 上整。
在 K 上考虑 x−1m，由于 bm ⊆ (a)，从而 x−1m ⊆ A，若 x−1m ⊆ m，则 m 是一个忠实 A[x−1]-模，从
而作为 A-模是有限生成的，从而 x−1 上整，矛盾。故 x−1m 包含 A 的可逆元，此时 m = Ax = (x)

若 iii) 成立，显然 dimk(m/m2) ≤ 1，而 dim = 0 时为 Artin 环，从而 dim(m/m2) = 1。

若 iv) 成立，设 a 是一个理想，则存在 n 使得 mn ⊂ a，在 A/mn 上（此时是一个 Artin 环）应
用 Artin 环的性质，它是一个主理想且为 (xr)。

若 v) 成立，由于 m 6= m2，取 x ∈ m, x /∈ m2，则 (x) = mr，从而 r = 1，故 m = (x)，故每个理
想都是 (xs)

若 vi) 成立，定义 v(a) = k，其中 (a) = (xk)。

9.2 Dedekind 整环

定理 9.7. 设 A 是维数 1 的 Noether 整环（注意离散赋值环要求是局部 Noether 整环），则下述陈述
等价：

i) A 是整闭的

ii) A 中每个准素理想都是素理想的一个幂

iii) 每个局部环 Ap 是一个离散赋值环

定义 9.8. 满足上三个条件的环称为 Dedekind 整环 (Dedekind domain)。

例 2. i) 任意主理想整环，都是维数为 1 的 Noether 整环，它的每个局部环 Ap 也是主理想整环，
由9.6有 Ap 是一个离散赋值环，从而 A 是 Dedekind 整环。

ii) K 是代数数域，它的整数环 A 是 Z 在 K 中的整闭包，此时 A 是 Dedekind 整环。

推论 9.9. 在一 Dedekind 整环中，每一非零理想唯一分解成素理想的积。

定理 9.10. 代数数域 (Q(ζ)) 的整数环是 Dedekind 整环。

证明. K是 Q的可分扩张，因此 K在 Q上的基 v1, · · · , vn 使得 A ⊆ ΣZvj。因此 A是有限生成 Z-模，
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故是 Noether 环。A 是整闭的，只需证明 A 中每个非零素理想是极大的。对任何素理想 p，p
⋂
Z 是

Z 的极大理想，于是 p 是 A 中极大理想。

9.3 分式理想

定义 9.11. A 是一个整环，K 是它的分式域。A 的分式理想是 K 的一个 A-子模 M 满足 xM ⊆ A，
对某个 x ∈ A, x 6= 0 成立。特别通常意义上的理想（现称整理想）是分式理想。任一元素 u ∈ K 生成
一个分式理想，记为 (u) 或者 (Au)。若 M 是一分式理想，所有满足 xM ⊆ A 的 x ∈ K 的集合记为
(A : M)。

命题 9.12. K 的每个有限生成 A-模 M 是分式理想，因为如果 M 由 x1, · · · , xm ∈ K 生成，我们可
写 xi = yiz

−1，其中 yi 和 z 在 A 中，那么 zM ⊆ A。反之，如果 A 是 Noether 环，那么每个分式理
想是有限生成的，因为分式理想可以表示为 x−1a 的形式，a 是某个整理想。

定义 9.13. K 的一个 A-子模 M 叫做可逆理想 (invertible ideal)，如果存在 K 的一个 A-子模 N 使得
MN = A。模 N 是唯一的并且等于 (A : M)，因为有 N ⊆ (A : M) = (A : M)MN ⊆ AN = N。可以
推出 M 是有限生成的，因而是分式理想；因为 M(A : M) = A，所以存在 xi ∈M，yj ∈ (A : M) 使
得 Σxiyj = 1，因此对任意 x ∈M，有 x = Σ(yix)xi，故 M 由 x1, · · · , xn 生成。

显然每个非零主理想 (u)都是可逆的，它的逆是 (u−1)。所有可逆理想对于乘法构成群，它的单位
元是 A=(1)。

命题 9.14. 对任意分式理想 M，有下列陈述等价：

i) M 是可逆的

ii) M 是有限生成的，且对每个素理想 p，Mp 是可逆的

iii) M 是有限生成的，且对每个极大理想 m，Mm 是可逆的

证明. 只需证 3 → 1：设 a = M(A : M)，这是一个整理想。对每一个极大理想 m，我们有 am =

Mm(Am : Mm) = Am，因此 a 6⊂ m，因此 a = A，即 M 是可逆的。

命题 9.15. 设 A 是一个局部整环，那么 A 是离散赋值环等价于 A 中的每个非零分式理想可逆。

证明. 若 A 是离散赋值环，设 x 是 A 中极大理想 m 的生成元，并设 M 6= 0 是一个分式理想，则存
在 y ∈ A 使得 yM ⊆ A，这样 yM 是一个整理想，设为 (xr)，于是 M = (xr−s)，这里 s = v(y)。

若 A 的每个非零分式理想都是可逆的，则必是有限生成的，所以 A 是 Noether 环。只需证明每
个非零整理想是 m 的一个幂。设 Σ 是不为 m 的幂的非零理想构成的集合，若它非空，设 a 是一个
极大元，则有 a 6= m，从而 a ⊆ m，因此 m−1a ⊊ m−1m = A 是一个真整理想，且 m−1a ⊇ a。如果
m−1a = a，则 a = ma，由 Nakayama引理有 a = 0，因此 m−1a ⊋ a，因此 m−1a是 m的幂，矛盾。

定理 9.16. 设 A 是一个整环，那么 A 是 Dedekind 整环等价于 A 中每个非零分式理想可逆。

证明. 若 A 是 Dedekind 整环，设 M 是非零分式理想，因为 A 是 Noether 环，故 M 是有限生成的。
对每个素理想 p 6= 0，Mp 是离散赋值环 Ap 中的非零分式理想，从而 Mp 是可逆的，从而 M 是可逆
的。

若 A 中每个非零分式理想均可逆，因此是有限生成的，从而 A 是 Noether 环。对于 Ap 的任意
非零理想 b，设 a = bc = b

⋂
A，则 a 可逆，从而 b = ap 可逆，从而 Ap 是离散赋值环。
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推论 9.17. 设 A 是 Dedekind 整环，则 A 中所有非零分式理想对于乘法构成一个群，称为 A 的理想
群，记为 I。

定义 9.18. 设 K∗ 为 K 的乘法群，每个 u ∈ K∗ 定义了一个分式理想 (u)，而映射 u→ (u) 定义了一
个同态 φ : K∗ → I，φ 的像 P 称为主分式理想群。商群 H = I/P 叫做 A 的理想类群。φ 的核 U 是
所有满足 (u) = (1) 的 u 构成的集合，所以它是 A 的可逆元群。我们有正合列

1→ U → K∗ → I → H → 1

10 完备化

10.1 拓扑和完备化

定义 10.1. G 是一个拓扑交换群，即交换群有一个拓扑结构，且加法运算（交换群的群运算记为加
法）和求逆运算都是连续的。若 {0} 在 G 中是闭的，则 G × G 中对角线是闭的（因为它是连续映
射 (x, y) → x − y 下 0 的原像），于是 G 是 Hausdorff 的（记对角线组成的集合为 ∆，对任意
两个元素 x, y ∈ G，有 (x, y) ∈ ∆c，从而存在 G 的开集 U, V 使得 (x, y) ∈ U × V ⊆ ∆c，则
U ∩ V = ∅, x ∈ U, y ∈ V）。设 A 是 G 的某个元素，由 Ta(x) = x+ a 定义了一个 G 到 G 的同胚，因
此如果 U 是 0 的一个邻域，则 U+A 是 A 的邻域，反之 A 的邻域均以这种形式出现，从而 G 的拓
扑由 0 的邻域唯一确定。

引理 10.2. 设 H 是 G 中 0 的一切邻域的交，则

i) H 是子群

ii) H 是 {0} 的闭包

iii) G/H 是 Hausdorff 的

iv) G 是 Hausdorff 的等价于 H=0

证明. i) 若 x 6= 0 ∈ H，若 −x /∈ H，则存在 0 的开邻域 U 使得 −x /∈ U，取同胚 −x→ x，有 U 的
原像 U’ 是开集，但是 U’ 包含 0 但不含 x，矛盾。

若 x, y 6= 0 ∈ H，对任意开邻域 U，考虑同胚 Ty，0 = (−y) + y ∈ Ty(U)，从而 x,−x ∈ Ty(U)，
故 −x− y ∈ U，这说明 −x− y ∈ H，即 x+ y ∈ H。

ii) 由于 ¯{0} 是所有含 0 的闭包的交集，从而 H ⊆ ¯{0}，而由闭包的定义（如果 x 的任意邻域与
A 有交点，那么 x ∈ Ā），如果 x 的任意邻域包含 0，作平移 T−x，那么 H 包含-x，故 x ∈ H

iii) G/H 的点是闭的，从而 G/H 是 Hausdorff 的。

iv) 由 iii) 立得

定义 10.3. 假设 0 有可数的基础邻域组，则 G 的完备化 (the completion)Ĝ 可以按如下方法定义：对
G 的元素序列 (xr)，它被定义为 Cauchy 序列是指对 0 的任意邻域 U，存在一个整数 s(U) 使得对任
意 µ, ν ≥ s(U) 都有 xµ − xν ∈ U。

两个 Cauchy 序列 (xr), (yr) 等价是指在 G 中 xν − yν → 0。全部 Cauchy 序列的等价类集合记为
Ĝ，显然它关于加法构成交换群。对自然同态 ϕ : G → Ĝ, ϕ(x) = (x)（由一个元素组成的常数序列），
它有 Ker(ϕ) =

⋂
U，这里 U 是 0 的一切邻域。因此 ϕ 是单的当且仅当 G 是 Hausdorff 的。
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命题 10.4. 如果 H 是一个交换拓扑群，f : G → H 是连续同态，则 G 中 Cauchy 序列在 f 的象是
Cauchy 序列，于是 f 诱导出同态 f̂ : Ĝ→ Ĥ，它是连续的且 ˆg ◦ f = ĝ ◦ f̂。

假定 0 ∈ G 有一组由子群组成的基础邻域组，这样就有子群序列 G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · ·，U ⊆ G 是
0 的邻域当且仅当它包含某个 Gs。

定义 10.5. 设 (xν) 是 G 中的 Cauchy 序列，则 xν 在 G/Gn 中的像最终要是常数，设为 ζn，在投
影 G/Gn+1

θn+1−−−→ G/Gn 下有 ζn+1 → ζn（协调性），这样 Cauchy 序列定义了一个协调列 (coherent
sequence)。等价的 Cauchy 定义了同样的协调序列。给定一个协调序列 (ζn)，取 xn 为 ζn 所在陪集任
意元素，有 xn+1 − xn ∈ Gn，可以构造一个 Cauchy 序列 (xn)，这样 Ĝ 可以等价的定义为带有显然
群结构的协调序列 (ζn) 的集合。

更一般的，对任意群 {An} 及同态 θn+1 : An+1 → An 的序列，我们称之为反向系统 (inverse
system)，而所有协调序列 (an)(an ∈ An, θn+1an+1 = an) 组成的群叫做反向极限 (inverse limit)，记为
lim←An，有 Ĝ = lim←G/Gn。

反向系统 {G/Gn} 满足 θn+1 是满的，称任一具有这一性质的反向系统为满系统。

命题 10.6. 若 0 → {An} → {Bn} → {Cn} → 0 是一反向系统的正合序列，则 0 → lim←An →
lim←Bn → lim← Cn 正合。若再设 {An} 是满系统，则 0→ lim←An → lim←Bn → lim← Cn → 0 正
合。

证明. 设 A = Π∞n=1An，定义 dA : A → A，在每个分量上 dA(an) = an − θn+1(an+1)，则 Ker(dA) ∼=
lim←An，类似的可以定义 B,C, dB, dC。

我们有正合序列

0→ KerdA → KerdB → KerdC → CokerdA → CokerdB → CokerdC → 0

推论 10.7. 设 0→ G′ → G→ G′′ → 0 是一个群的正合序列，G 有由子群序列 {Gn} 定义的拓扑，并
且对 G’,G” 给出由子群序列 {G′

⋂
Gn}, {pGn} 诱导的拓扑，则 0→ Ĝ′ → Ĝ→ Ĝ′′ → 0 正合。

推论 10.8. Ĝn 是 Ĝ 的子群，且 Ĝ/Ĝn
∼= G/Gn。

证明. 令 G′ = Gn，G′′ = G/G′，于是 Ĝ′′ = G′′。

定义 10.9. 如果 ϕ : G→ Ĝ 是同构的，那么称 G 为完备的，上推论说明 G 的完备化是完备的。

取 G=A，Gn = an，这样定义 A 的拓扑称为 a− adic 拓扑，或 a 拓扑。对这个拓扑，A 是一个
拓扑环。这个拓扑是 Hausdorff 拓扑当且仅当

⋂
an = (0)。A 的完备化也是拓扑环，ϕ : A → Â 是连

续的环同态，它的核是
⋂
an。

类似的，对一个 A-模 M，取 G=M，Gn = anM，定义了一个 M 上的 a-拓扑，M 的完备化 M̂

是一个拓扑 Â-模（即 Â× M̂ → M̂ 是连续的）。

10.2 滤链 (Filtrations)

定义 10.10. 对一个 A-模 M，M 的一个滤链为一个无限子模链 M = M0 ⊇ M1 ⊇ · · ·，记为 (Mn)。
若对任意 n 有 aMn ⊆Mn+1，则称为 a-滤链。若对充分大的 n 有 aMn = Mn+1，则称为稳定 a-滤链，
这样 (anM) 是一个稳定 a-滤链 (stable filtration)。
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引理 10.11. 如果 (Mn) 和 (M ′
n) 都是 M 的稳定 a-滤链，则它们有有界差：指存在一个整数 n0 使得

对任意 n 都有 Mn+n0
⊆M ′

n 和 M ′
n+n0

⊆Mn。因此所有稳定的滤链定义相同的拓扑，即 a-拓扑。

证明. 只要对 M ′
n = anM 证明就可以了，因为 aMn ⊆Mn+1，有 anM ⊆Mn，又设对任意 n ≥ n0 有

aMn = Mn+1，因此 Mn+n0
= anMn0

⊆ anM。

10.3 分次环和分次模

定义 10.12. 一个分次环 (graded ring) 是指一个环 A 及 A 的加法群的一组子群 (An)，使得 A =

⊕∞n=0An，且 AmAn ⊆ Am+n 对一切 m 和 n 成立。这样 A0 是 A 的子环而每个 An 是一个 A0-模。

设 A 是一个分次环，一个分次 A-模是指一个 A-模 M 及 M 的一组子群 (Mn)n≥0，使得 M =

⊕∞n=0Mn 且 AmMn ⊆Mm+n 对任意 m,n 成立，这样每个 Mn 是一个 A0 模。M 中的一个元素 x 称
为齐次的 (homogeneous)，n 称为 x 的次数，如果对某个 n 有 x ∈ Mn 成立。任何一个 y ∈ M 都可
以写成一个和

∑
n yn，其中对一切 n ≥ 0 有 yn ∈ Mn 且除了有限个 yn 外均为 0。非零分量 yn 称为

y 的齐次分量 (homogeneous components)。

设 M，N 是分次 A-模，一个分次 A-模同态是指一个 A-模同态 f : M → N 使得 f(Mn) ⊆ Nn 对
一切 n 成立。

命题 10.13. 设 A 是分次环，设 A+ = ⊕n>0An，A+ 是 A 的一个理想。

例 3. 多项式环 A[x1, x2, · · · , xn] 是一个分次环，其中 An 为所有 n 次多项式构成的加法子群。

命题 10.14. 对任意一个分次环 A，下述论断等价：

i) A 是 Noether 环

ii) A0 是 Noether 环且 A 是有限生成 A0-代数

证明. ii)→i) 是 Hilbert 基定理推论。

若 A 是 Noether 环，A0
∼= A/A+，因此 A0 是 Noether 环。A+ 是 A 的理想，从而它是有限生

成的，记生成元为 x1, · · · , xs，取他们为 A 的齐次元素，次数为 k1, · · · , ks。设 A′ 是由 x1, · · · , xs 在
A0 上生成的 A 的子环。下用归纳来证明：An ⊆ A′：

当 n=0 时，这自然成立。

设 n > 0，y ∈ An，由于 y ∈ A+，从而 y 形如
∑

aixi，其中 ai ∈ An−k，因为每个 ki > 0，由
归纳假设可知每个 ai 是系数取自 x1, · · · , xi 的多项式，因此 y 也是。于是 y ∈ A′, An ⊆ A′，从而
A = A′。

注 10.15. 设 A 是环，A 不是分次环，a 是 A 的理想，可以做分次环 A∗ = ⊕an。类似的，如果 M

是一个 A-模，Mn 是一个 a-滤链，则 M∗ = ⊕Mn 是一个分次 A∗-模，这是因为 amMn ⊆Mm+n。

如果 A 是 Noether 环，a 是有限生成的，设由 x1, · · · , xr 生成，则 A∗ = A[x1, · · · , xr]，它是
Noether 环。

引理 10.16. A 是 Noether 环，M 是有限生成 A-模，(Mn) 是 M 的一个 a-滤链。则下述论断等价：

i) M∗ 是有限生成 A∗-模

ii) 滤链 (Mn) 是稳定的。
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10 完备化

证明. 每个 Mn 是有限生成的，因此每个 Qn = ⊕n
r=0Mr 也是有限生成的，这是一个 M∗ 的一个子群，

它生成了一个 A∗-子模，即

M∗
n = M0 ⊕ · · · ⊕Mn ⊕ aMn ⊕ a2Mn ⊕ · · ·

由于 Qn 作为 A-模是有限生成的，M∗
n 作为 A∗-模是有限生成的，M∗

n 作为一个升链，它的并是 M∗，
因为 A∗ 是 Noether 环，M∗ 作为 A∗-模是有限生成的 ⇔ 这个升链有限，即 M∗ = M∗

n 对某个 n0，这
个式子 ⇔Mn0+r = arMn0

对任意 r 成立，即这个滤链稳定。

命题 10.17 (Artin-Rees引理). 设 A 是 Noether 环，a 是 A 的一个理想，M 是一个有限生成的 A-模，
(Mn) 是 M 的一个稳定 a-滤链，设 M’ 是 M 的一个子模，则 M ′⋂Mn 是 M’ 的一个稳定 a-滤链。

证明. 我们有 a(M ′⋂Mn) ⊆ aM ′⋂ aMn ⊆ M ′⋂Mn+1，因此 (M ′⋂Mn) 是一个 a-滤链。因此它定
义了一个分次 A∗-模，它是 M∗ 的子模并且是有限生成的，应用上命题立得。

推论 10.18. 存在整数 k 使得对任意 n ≥ k 有

(anM)
⋂

M ′ = an−k(akM
⋂

M ′)

定理 10.19. 综合 Artin-Rees 引理和滤链引理，我们有如下结果：设 A 是 Noether 环，a 是一个理想，
M 是一个有限生成 A-模，M’ 是 M 的一个子模，则滤链 anM ′ 和 (anM)

⋂
M ′ 具有有界差。特别的，

M ′ 的 a-拓扑与由 M 的 a-拓扑诱导的拓扑相同。

命题 10.20 (完备化的正合性质). 设 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 是 Noether 环 A 上有限生成模的正
合序列，a 是 A 的理想，则 a− adic 完备化序列 0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0 是正合的。

命题 10.21. 对任意环 A，如果 M 是有限生成的，则 Â⊗A M → M̂ 是满的。如果设 A 是 Noether
环，则 Â⊗A M → M̂ 是一个同构。

命题 10.22. 上两个命题说明，若 A 是一个 Noether 环，a 是一个理想，Â 是 A 的 a− adic 完备化，
则 Â 是平坦 A-代数。

命题 10.23. 设 A 是 Noether 环，Â 是它的 a− adic 完备化，则

i) â = Âa ∼= Â⊗A a

ii) (an) 的完备化是 (â)n

iii) an/an+1 ∼= ân/ân+1

iv) â 包含在 Â 的大根中

证明. 由于 A 是 Noether 环，a 是有限生成的，映射 ÂA ⊗A a→ â 是一个同构，它的像是 Âa，这就
证明了 i)。将 i) 用到 an 上，有 (an) 的完备化是 (â)n。有 A/an ∼= Â/ân。由此取商环得到 iii)。由 ii)
Â 对于它的 â-拓扑是完备的，因此对任意 x ∈ â 有 (1− x)−1 = 1+ x+ · · · 在 Â 中收敛，故 1− x 可
逆，这说明 â 包含在 Â 的大根中。

命题 10.24. 设 A 是 Noether 局部环，m 是它的极大理想，则 A 的 m− adic 完备化 Â 是局部环，其
极大理想是 m̂。

证明. 由于 Â/m̂ ∼= A/m，因此 Â/m̂ 是域，m̂ 是极大理想，从而 m̂ 是 Â 的大根，因此是唯一的极大
理想。
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10 完备化

命题 10.25. 设 A 是 Noether 环，a 是一个理想，M 是有限生成 A-模，M̂ 是 M 的 a-完备化，则
M → M̂ 的核 E =

⋂∞
n=1 a

nM 由 M 中被 1 + a 中某元素所零化的那些元素 x 组成。

证明. 因为 E 是 0 ∈ M 的一切邻域的交，故在 E 上诱导的拓扑是平凡的，即 E 是 0 ∈ E 仅有的邻
域。从而 E 诱导的拓扑和它的 a-拓扑相同。因为 aE 是 E 的 a-拓扑的一个邻域，于是 aE = E，由
于 M 是有限生成模，而 A 是 Noether 环，E 也是有限生成的，所以有某个 α ∈ a 使得 (1−α)E = 0。
反之是显然的：如果 (1− α)x = 0，则 x = αx = α2x = · · · ∈

⋂∞
n=1 a

nM = E

推论 10.26. 设 A 是 Noether 整环，a 6= (1) 是 A 的一个理想，则
⋂
an = 0

推论 10.27. A 是 Noether 环，a 是 A 的一个包含在大根中的理想。M 是有限生成 A-模，则 M 的
a-拓扑是 Hausdorff 拓扑，特别的，A 的 m-拓扑是 Hausdorff 拓扑。

推论 10.28. 设 A 是 Noether 环，p 是 A 的一个素理想，则 A 的所有 p-准素理想的交是 A→ Ap 的
核。

10.4 相伴的分式环

定义 10.29. 设 A 是一个环，a 是 A 的一个理想。定义

G(A)(= Ga(A)) = ⊕∞n=0a
n/an+1

这是一个分次环，其中乘法定义如下：对于每个 xn ∈ an，令 x̄n 为 xn 在 an/an+1 中的像，定义
x̄mx̄n = xmxn，即 xmxn 在 am+n/am+n+1 中的像。

类似的，对于 M 是一个 A-模，(Mn) 是 M 的一个 a-滤链，定义 G(M) = ⊕Mn/Mn+1，记
Gn(M) = Mn/Mn+1。

命题 10.30. 设 A 是一个 Noether 环，a 是 A 的一个理想，则

i) Ga(A) 是 Noether 环

ii) Ga(A) 和 Gâ(Â) 作为分次环是同构的

iii) 若 M 是一个有限生成 A-模，(Mn) 是 M 的一个稳定 a-滤链，则 G(M) 是有限生成分次
Ga(A)-模。

证明. i) 因为 A 是 Noether 环，故 a 是有限生成的，设生成元为 x1, · · · , xs，设 x̄i 是 xi 在 a/a2 的
象，则 G(A) = (A/a)[x̄1, · · · , x̄s]，由 Hilbert 基定理立得。

ii) 事实上 an/an+1 ∼= ân/ân+1

iii) 存在 n0 使得 Mn0+r = arMn0
对一切 r 成立。因此 G(M) 由 ⊕n≤n0

Gn(M) 生成。每个
Gn(M) = Mn/Mn+1 是 Noether 环且被 a 所零化，故是有限生成 A/a-模，因此 ⊕n≤n0

Gn(M) 由有限
个元素生成，因此 G(M) 作为 G(A)-模是有限生成的。

引理 10.31. 设 ϕ : A→ B 是一个滤链群同态，即 ϕ(An) ⊆ Bn，设 G(ϕ) : G(A)→ G(B)及 ϕ̂ : Â→ B̂

是相伴分次群和完备化群的诱导同态，则

i) G(ϕ) 单等价于 ϕ̂ 单

ii) G(ϕ) 满等价于 ϕ̂ 满
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11 维数理论

命题 10.32. 设 A 是环，a 是 A 的一个理想，M 是一个 A-模，(Mn) 是 M 的一个 a-滤链，假定 A
在 a-拓扑下完备，M 在它的滤链拓扑下是 Hausdorff 的（即

⋂
Mn = 0）。又设 G(M) 是一个有限生

成 A-模，则 M 是有限生成 A-模。

证明. 由于 A 完备，从而 ∩a = 0，设 x1, · · · , xn 是 G(M) 的生成元，记 ξi 是这些生成元的每个齐次
分量，度记为 n(i)，由于 xi 6= 0，这些分量有限。

设 F i
k = ak+n(i)，令 F = ⊕r

i=1F
i，则把每个 Fi 的生成元 1 映到 xi 的 ϕ : F →M 定义了一个同

态，G(ϕ) : G(F )→ G(M) 是满同态，有 ϕ 满，从而 M 有限生成。

推论 10.33. 如果 G(M) 是 Noether G(A)-模，则 M 是 Noether A-模。

定理 10.34. 如果 A 是 Noether 环，a 是 A 的一个理想，则 A 的 a-完备化 Â 是 Noether 环。

推论 10.35. 如果 A 是一个 Noether 环，则 n 变元幂级数环 B = A[[x1, · · · , xn]] 是 Noether 环。k
是域，k[[x1, · · · , xn]] 是 Noether 环。

11 维数理论

11.1 Hilbert 函数

命题 11.1. 如果 A 是 Noether 分次环，M 是 A-Noether 分次模，那么 Mn 作为 A0-模是 Nother 模。

证明. 事实上，设 M = Ax1+ · · ·+Axn，不妨 xi 除一个分量外其余均为 0，即 xi ∈Mki
。则 Mn 的每

个元素都有形式 Σn
i=1aixi，其中 ai ∈ An−ki

。由于 A是有限生成 A0-代数，记生成元为 (k1, · · · , kt)，从
而 ai 是 k1, · · · , kt 的有限次数的多项式，这样的单项是有限的，从而 Mn 的元素可由 g(k1, · · · , kt)xi

生成，其中 g(k1, · · · , kt) 是 k1, · · · , kt 的次数不高于 n 的单项式。

定义 11.2. 令 λ 是定义在所有有限生成 A0 模上的加性函数，取值为整数。M 相对于 λ 的 Poincare
级数指的是 λ(Mn) 的生成函数，即

P (M, t) =
∞∑

n=0

λ(Mn)t
n ∈ Z[[t]]

定理 11.3. 存在 f(t) ∈ Z[t]，使得

P (M, t) =
f(t)

Πs
i=1(1− tki)

证明. 对 s 做归纳法。

s = 0意味着 A = A0，由于M 是 Noether A-模，从而是有限生成 A0-模。记M = A0x1+· · ·+A0xn，
不妨 xi ∈Mki

，从而 A0xi ∈Mki，那么可以得出 M 的任何元素在 Mk, k > max ki 中的分量为 0，这
意味着 Mk = Mk+1 = · · · = 0，从而 P (M, t) 是多项式。

假设定理对 s− 1 成立，s > 0，记 A0[x1, x2, · · · , xs−1] = A′。

定义
ϕ : Mn →Mn+ks

m 7→ xsm
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11 维数理论

记 Kn = Ker(ϕ), Ln+ks
= Mn+ks

/Im(ϕ)，即此时有正合序列：

0→ Kn →Mn
ϕ−→Mn+ks

→ Ln+ks
→ 0

令 K = ⊕∞n=0Kn, L = ⊕∞n=ks
Ln，它们都是分次模。K 是 M 的子模，从而是有限生成 A-模；L 是 M

的商模，M 的生成元在 L 中的像生成了 L，从而 L 也是有限生成 A-模。

有 ϕ(Kn) = 0，从而 ϕ(K) = 0；注意到

L = ⊕∞n=ks
Ln = L = ⊕∞n=ks

Mn+ks
/xsMn

∼= M/xsM

从而 xsL = 0，从而 L 和 K 都是 A′-模。

由加性函数的性质，此时有

λ(Kn)− λ(Mn) + λ(Mn+ks
)− λ(Ln+ks

) = 0

乘以 tn+ks 并对 n = 0→∞ 求和，有

tksP (K, t) + (1− tks)P (M, t)− Σks−1
i=0 λ(Mi)t

i − P (L, t) + Σks−1
i=0 λ(Li)t

i = 0

应用归纳假设，存在 f(t) 使得

P (M, t) =
f(t)

Πs
i=1(1− tki)

推论 11.4. 如果每个 ks = 1，那么对足够大的 n，λ(Mn) 是 n 的 d-1 次多项式（有理系数）。

命题 11.5. 如果 x ∈ Ak 不是 M 的零因子，那么 d(M/xM) = d(M)− 1

命题 11.6. 令 A 是 Noether 局部环，m 是它的极大理想，q 是一个 m-准素理想，M 是有限生成 A-模，
(Mn) 是 M 的一个稳定的滤链，那么

i) 对每个 n ≥ 0，M/Mn 有有限长度；

ii) 对所有充分大的 n，这个长度是 n 的一个多项式 g(n)，次数 ≤ s，s 是 q 的生成元的最小个数

iii) g(n) 的次数和首项系数只依赖于 M 和 q，不依赖于滤链的选择。

定义 11.7. 和滤链 (qnM) 相对应的多项式 g(n) 用 χM
q (n) 表示：

χM
q (n) = l(M/qnM)

如果 M = A，用 χq(n) 表示 χA
q (n)，并把 χq(n) 叫做 m-准素理想 q 的特征多项式。

推论 11.8. 对足够大的 n，长度 l(A/qn) 是次数 ≤ s 的一个多项式 χq(n)，这里 s 是 q 的生成元的最
小个数。

命题 11.9. 如果 A，m，q 如上面给出，那么 degχq(n) = degχm(n)

证明. 对某个 r，有 m ⊇ q ⊇ mr，因此 mn ⊇ qn ⊇ mcn，于是 χm(n) ≤ χq(n) ≤ χm(rn) 对足够大的 n
成立，令 n 趋于无穷即可。

注 11.10. χq(n) 的公共次数用 d(A) 表示，这意味着 d(A) = d(Gm(A))，其中 d(Gm(A)) 是用 Gm(A)

的 Hilbert 函数在 t=1 的极点的阶所确定的整数。
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11.2 Noether 局部环的维数理论

定义 11.11. 令 A 是局部 Noether 环，m 是它的极大理想，令 δ(A) = A 的 m-准素理想的生成元的
最小个数。

命题 11.12. δ(A) ≥ d(A)

证明. 由11.8，11.9，11.10联合得到。

命题 11.13. 令 A，m, q如前定义，令M 是有限生成 A-模，x ∈ A是M中的非零因子而M ′ = M/xM，
那么

degχM ′

q ≤ degχM
q − 1

证明. 令 N = xM；那么根据对 x 的假设，M 和 N 作为 A-模有 N ∼= M，令 Nn = N
⋂
qnM，于是

有正合序列
0→ N/Nn →M/qnM →M ′/qnM ′ → 0

因此如果 g(n) = l(N/Nn)，则有对足够大的 n

g(n)− χM
q (n) + χM ′

q (n) = 0

根据 Artin-Rees 引理，(Nn) 是 N 的一个稳定 q-滤链。因此 N ∼= M，从而 g(n), χM
q (n) 有相同

的首项，从而原命题成立

推论 11.14. 如果 A 是 Noether 局部环，x 是 A 中的非零因子，那么 d(A/(x)) ≤ d(A)− 1

命题 11.15. d(A) ≥ dimA

证明. 对 d = d(A) 用归纳法，如果 d = 0，那么对足够大的 n，l(A/mn) 是常数，于是对某个 n，
mn = mn+1，由 Nakayama 引理，mn = 0，因此 A 是 Artin 环，dimA = 0

设 d > 0，令 p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pr 是 A 的任何一个素理想链。令 x ∈ p1, x /∈ p0 和 A′ = A/p0，x’
是 x 在 A’ 中的象。那么 x′ 6= 0, A′ 是整环。有 d(A′/(x′)) ≤ d(A′)− 1

如果 m′ 是 A’ 的极大理想，A′/m′n 是 A/mn 的同态象，因此 l(A/mn) ≥ l(A′/m′n)，于是 d(A) ≥
d(A′)。从而

d(A′/(x′)) ≤ d(A)− 1 = d− 1

由归纳假设立得。

推论 11.16. 如果 A 是 Noether 局部环，那么 dimA 是有限的。

定义 11.17. 如果 A 是环，p 是 A 中的素理想，那么 p 的高度定义为在 p 终止的素理想链 p0 ⊊ p1 ⊊
· · · ⊊ pr = p 的长度的上确界，记为 heightp，有 heightp = dimAp。

推论 11.18. 在 Noether 环，每个素理想有有限高度，因此，Noether 环中的素理想满足降链条件。

注 11.19. 可以类似考虑从 p 开始的素理想链，类似的定义深度为 dimA/p

命题 11.20. 令 A 是维数为 d 的 Noether 局部环，那么在 A 中存在一个由 d 个元素 x1, · · · , xd 生成
的 m-准素理想，因此 dimA ≥ δ(A)
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证明. 归纳的构造 x1, · · · , xd，使得对每个 i，包含 (x1, · · · , xi) 的每个素理想高度 ≥ i。

假设已有 x1, · · · , xi−1，令 pj 是 (x1, · · · , xi−1) 的高度恰为 i− 1 的极小素理想（由第六章第九题
知极小素理想有限），由于 i− 1 < d = dimA = heightm，有 m 6= pj，因此 m 6=

⋃
pj（否则由 1.23 矛

盾）。取 xi ∈ m，xi /∈
⋃
pj，令 q 是包含 (x1, · · · , xi) 的任何素理想，那么它包含一个极小素理想 p。

如果对某个 pj = p，那么 x− i /∈ p，从而 p ⊊ q，从而 heightq ≥ i；如果 p 6= pj , ∀j，那么 heightp ≥ i，
从而 heightq ≥ i，于是包含 (x1, · · · , xi) 的每个素理想的高度都 ≥ i。

定理 11.21 (维数定理). 对于任何 Noether 局部环 A，下面三个整数相等：

i) 在 A 中的素理想链的极大长度

ii) 特征多项式 χm(n) = l(A/mn) 的次数

iii) A 的 m-准素理想的生成元的最小个数

证明. 由11.12，11.15，11.20易得。

推论 11.22. dimA ≤ dimk(m/m2)

证明. For any maximal ideal m of A, m/m2 is a vector space on k = A/m. If the image of x1, · · · , xr ∈ m

gives the basis of the vector space, set N is the ideal (x1, · · · , xr) ⊂ m, hence N → m/m2 is onto. Thus
we have N + m2 = m, then m · (m/N) ∼= (N + m2)/N = m/N , this infers m/N = 0 by Nakayama’s
lemma (without loss of generality we can assume A is the local ring). Thus dimk(m/m2) ≥ dimA.

推论 11.23. 令 A 是 Noether 环，x1, · · · , xr ∈ A，那么属于 (x1, · · · , xr) 的每个极小理想 p 的高度
≤ r

推论 11.24 (Krull 主理想定理). 令 A 是 Noether 环，x 是 A 的一个元素，它不是零因子也不是可逆
元。那么 (x) 的每个极小素理想的高度都等于 1。

推论 11.25. 令 A 是 Noether 局部环，x 是 m 的元素且不是零因子，那么 dimA/(x) = dimA− 1

推论 11.26. 令 Â 是 A 的 m− adic 完备化，那么 dimA = dim Â

定义 11.27. 如果 x1, · · · , xd 生成一个 m-准素理想，且 d = dimA，我们就把 x1, · · · , xd 叫做一个参
数系。

命题 11.28. 令 x1, · · · , xd 是 A 的一个参数系，q = (x1, · · · , xd) 是它们生成的 m-准素理想，令
f(t1, · · · , td) 是系数在 A 中的 s 次的齐次多项式，且假设 f(x1, · · · , xd) ∈ qx+1，那么 f 的所有系数
都位于 m 中。

推论 11.29. 如果 k ⊊ A 是一个域，它同构于映射到 A/m 之上，又设 x1, · · · , xd 是一个参数系，那
么 x1, · · · , xd 在 k 上是代数无关的。

11.3 正则局部环

定理 11.30. 令 A 是 d 维的 Noether 局部环，m 是它的极大理想，k = A/m，那么下面的断言是等价
的：

i) Gm(A) ∼= k[t1, · · · , td]
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11 维数理论

ii) dimk(m/m2) = d

iii) m 可由 d 个元素生成

引理 11.31. 令 A 是一个环，a 是 A 的一个理想，而且
⋂
an = 0，假设 Gm(A) 是整环，那么 A 是

整环。

证明. 令 x,y 是 A 的非零元素，那么由于
⋂
an = 0，存在整数 r, s ≥ 0 使得 x ∈ ar, x /∈ ar+1, y ∈

as, y /∈ as+1，令 x̄, ȳ 表示 x, y 分别在 Gr(A), Gs(A) 中的象，那么 x̄ 6= 0, ȳ 6= 0，因此 xy 6= 0

命题 11.32. 令 A 是 Noether 局部环，那么 A 是正则的当且仅当 Gm(A) ∼= Gm̂(Â)

11.4 超越维数

定义 11.33. 假设 k 是代数闭域，V 是 k 上的不可约仿射簇，因此坐标环 A(V) 具有形式 A(V ) =

k[x1, · · · , xn]/p，这里 p 是一个素理想。整环 A(V ) 的分式域叫做 V 上的有理函数，用 k(V) 表示。它
是 k 的有限生成扩张，所以它在 k 上的有限超越次数——k 上的代数无关元的最大数。这个数定义为
V 的维数。根据零点定理，V 的点与 A(V) 的点的极大理想一一对应。如果 P 是与极大理想 m 相应
的点，我们把 dimA(V )m 叫做 V 在 P 的局部维数。

引理 11.34. 令 B ⊆ A 是整环，B 是整闭的，A 在 B 上整，再令 m 是 A 的极大理想，n = m
⋂
B，

那么 n 是极大的，且 dimAm = dimBn

定理 11.35. 对 k 的任何不可约簇 V 来说，V 在任何一点的局部维数都等于 dimV

推论 11.36. 对于 A(V) 的每个极大理想 m，有 dimA(V ) = dimA(V )m。
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