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� What math is necessary to learn manifolds?
Prerequisites: multivariable calculus, linear algebra, point-set topology, and
(ideally) ordinary differential equations, group theory, classical differential geometry.
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1 光滑流形 (2021 年 3 月 10 日)

• 对于映射 f : X → Y , 约定 [f ] : x ∈ X 7→ f(x) ∈ f(X).

• 对于单射 f : X → Y , 约定 f−1 = [f ]−1 : f(X)→ X.

• 对于 f : X → Y 和 g : Y ′ → Z, 约定 g ◦ f : f−1(Y ∩ Y ′)→ Z.

定义 1.1 (欧氏空间的可微映射). 考虑 f : U ⊂ Rm → Rn, 其中 U 是开集. 称 f 是 k 次连续可微的,
记为 f ∈ Ck(U), 若所有偏导数 ∂jf

i 都存在且 k − 1 次连续可微; 其中 f ∈ C0(U) 表示 f 连续. 称
f ∈ C∞(U) =

⋂∞
k=0 C

k(U) 为光滑的. 称 f 为实解析的, 记为 f ∈ Cω(U), 若 f ∈ C∞(U) 且其 Taylor
展式收敛于 f 本身. 可微映射 f 的 Jacobi 矩阵记为 Jf = (∂jf

i)1≤i≤n1≤j≤m ∈ Rn×m, 当 m = n 时对应的
Jacobi 行列式为 det(Jf ).

注 1.2. 函数 f(x) = e−1/x1{x>0}, x ∈ R 是光滑的但不是解析的.

b 本课程中, 我们一般只考虑光滑函数. “When in doubt, differentiate.”

定理 1.3 (隐函数定理). (1) 若 F : Rm → R 在 p ∈ Rm 处有 ∂iF (p) 6= 0, 则存在函数 h : Rm−1 → R
使得在 p 附近成立 F (x1, . . . , xm) = 0 当且仅当 xi = h(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm).

(2) 若 F : Rm → Rn 在 p ∈ Rm 处有 JF (p)前 n列构成满秩方阵, 则在 p附近成立 F (x1, . . . , xm) = 0

当且仅当 (x1, . . . , xn) 可表成某个 (xn+1, . . . , xm) 的函数.

推论 1.4 (反函数定理). 若 F : Rn → Rn 在 p ∈ Rn 处有 det JF (p) 6= 0, 即 JF (p) 是满秩方阵, 则在
p 附近 F−1 存在. 进一步地, 若 F 光滑, 则 F−1 光滑.

定义 1.5 (图卡). 拓扑空间 X 中开集 U 到 Rn 中开集的同胚 x : U → x(U) 称为图卡 (局部坐标系).
称图卡的集合为图册. 图卡 (U, x) 和 (V, y) 称为 Ck 相容的, 若坐标变换 y ◦ x−1 和 x ◦ y−1 都是 Ck

的. 称图册是 Ck 的, 若其中的图卡两两 Ck 相容.

定义 1.6 (流形). 拓扑空间 X 称为拓扑流形, 若

(1) 存在覆盖 X 的图册 A;

(2) X 是 Hausdorff 的, 即 X 中任意两点都存在不交开邻域;

(3) X 是第二可数的, 即存在可数拓扑基.

若 A 是 Ck 图册, 则称拓扑流形 X 是 Ck(微分) 流形; 称 C∞ 流形为光滑流形. 极大的 Ck 图册称为
Ck 微分结构, 把所有 Ck 相容的图卡加进图册可得. 称 Ck 微分结构中的图卡为 Ck 图卡.

定义 1.7 (光滑映射). 称 f : X → Y 为光滑的,若对X 的任意图卡 (U, x)和 Y 的任意图卡 (V, y),坐标
表示 y◦f ◦x−1 光滑. 光滑映射 f : X → Y 在 p ∈ U ⊂ X 处的秩定义为 rank(f)p = rank(Jy◦f◦x−1(p)).

注 1.8. 光滑映射的秩与图卡的选取无关.

定义 1.9 (光滑同胚). 若光滑映射 f : X → Y 可逆, 且逆映射 f−1 : Y → X 光滑, 则称 f 是光滑同胚.

定义 1.10 (光滑浸入). 光滑映射 f : X → Y 称为浸入, 若 rank(f) ≡ dimX.

命题 1.11 (浸入的典范表示). 光滑映射 f : X → Y 是浸入当且仅当任意 p ∈ X 附近都存在 f 的某
个坐标表示为 f̄(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).
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定义 1.12 (光滑淹没). 光滑映射 f : X → Y 称为淹没, 若 rank(f) ≡ dimY .

命题 1.13 (淹没的典范表示). 光滑映射 f : X → Y 是淹没当且仅当任意 p ∈ X 附近都存在 f 的某
个坐标表示为 f̄(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn), 其中 n ≤ m.

定义 1.14 (光滑嵌入). 若 f : X → Y 是光滑浸入且是拓扑嵌入, 则称 f 是光滑嵌入, 记为 X
f

↪−−→
C∞

Y .

注 1.15. 映射 f : x ∈ R1 7→ e−1/|x|(sgn(x), 1) ∈ R2 是光滑映射且是拓扑嵌入, 但不是浸入.

定义 1.16 (逆紧). 映射 f : X → Y 称为逆紧的, 若 Y 中紧集在 f 下的原像是 X 中的紧集.

注 1.17. 若 X 是紧流形, Y 是流形, 则连续映射 f : X → Y 逆紧.

命题 1.18. 逆紧的光滑单浸入是光滑嵌入. (Prop. 4.22.(b) in Lee’s Introduction to Smooth Manifolds)

推论 1.19. 定义在紧流形上的光滑单浸入等价于光滑嵌入.

注 1.20. 设 a 是无理数, 则 f : x ∈ R1 7→ (e
√
−1x, e

√
−1ax) ∈ T 2 = S1 × S1 是光滑单浸入, 但不是光滑

嵌入. 这个映射的像是稠密的, 并且不是局部连通的.

定义 1.21 (子流形). 若 f : X → Y (默认为含入映射) 是光滑浸入, 则称 f(X) 是 Y 的浸入子流形.
进一步地, 若 f 是光滑嵌入, 则称 f(X) 是 Y 的光滑 (嵌入/正则) 子流形.

定理 1.22. 设 F : X → Y 是淹没, 则解空间 {x ∈ X : F (x) = 0} 是 dimX − dimY 维的光滑子流形.

注 1.23. 球面 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 − 1 = 0} 是 R3 的光滑子流形.

习题 1.1. 设 Γf = {(x, y) ∈ M × N : y = f(x)} 是连续映射 f : M → N 的图像. 证明: 若 f 光滑,
则 Γf 是 M ×N 的光滑子流形.

证明. 定义 γf : x ∈ M 7→ (x, f(x)) ∈ M ×N 和 πM : (x, y) ∈ M ×N 7→ x ∈ M , 则 πM ◦ γf = IdM .
设 f 光滑, 则 γf = (IdM , f) 光滑; 由 dπM ◦ dγf = d IdM = IdTM 可知 dγf 是单射, 从而 γf 是浸入.
易见 γ−1f = πM |Γf

存在且连续, 于是 γf 是光滑嵌入, 从而 Γf = γf (M) 是光滑子流形. ■
注. 映射 f : x ∈ R 7→ x1/3 ∈ R 不光滑, 但是 Γf = {(x, y) : x = y3} 是 R2 的光滑子流形.

习题 1.2. 实射影空间 RPn 由 n 维球面 Sn 粘合每对对径点 {p,−p} 得到. 显式写出 RPn 的一个光
滑图册, 并证明其中的所有图卡确实光滑相容.

解. 记 p 和 −p 粘合为 [p], 用齐次坐标表示为 [p] = [x0 : x1 : · · · : xn], 其中 p = (x0, x1, . . . , xn). 易见
Ui = {[x0 : x1 : · · · : xn] ∈ RPn : xi 6= 0} 是开集, 我们在其上定义

ϕi : [x
0 : x1 : · · · : xn] ∈ Ui 7→

1

xi
(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ Rn,

这是同胚, 因为 ϕ−1i : (u1, . . . , un) ∈ Rn 7→ [u1 : · · · : ui : 1 : ui+1 : · · · : un] ∈ Ui. 断言 {(Ui, ϕi)}ni=0 是
RPn 的光滑图册. 任取 i > j,有 ϕj ◦ϕ−1i : (u1, . . . , un) 7→ 1

uj+1 (u
1, . . . , uj , uj+2, . . . , ui, 1, ui+1, . . . , un)

和 ϕi ◦ ϕ−1j : (u1, . . . , un) 7→ 1
ui (u

1, . . . , uj , 1, uj+1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , un), 它们都是光滑的. ////

习题 1.3. 把所有 n 行 k 列实矩阵构成的空间 Mn×k(R) 等同于 Rnk. 定义一般线性群为 GLn(R) =
{A ∈Mn×n(R) : A可逆}. 证明 GLn(R) 是光滑流形, 并且矩阵求逆运算是光滑自同胚.

证明. 利用 det ∈ C∞(Mn×n(R))可见 GLn(R) = det−1(R\{0})是开集,从而 {(GLn(R), IdGLn(R))}是
光滑图册, 即得 GLn(R) 是光滑流形. 由于 adj : Mn×n(R) → Mn×n(R) 光滑, 我们有 A ∈ GLn(R) 7→
A−1 = 1

det(A)
adj(A) ∈ GLn(R) 光滑, 而 (A−1)−1 = A, 所以求逆运算是光滑自同胚. ■
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注. 特殊线性群 SLn(R) = {A ∈Mn×n(R) : det(A) = 1} 是 n2 − 1 维光滑流形.
正交群 On = {A ∈Mn×n(R) : A⊤A = In} 是 n2 − n(n+1)

2
= n(n−1)

2
维光滑流形.

特殊正交群 SOn = On ∩ SLn(R) 是 On 的连通分支, 也是 n(n−1)
2
维光滑流形.

2 切向量 (2021 年 3 月 17 日)

某些时候将 ♦(p) 记为 ♦|p, 如 ∂f
∂x
|p. 某些时候将 p 在图卡 (U, x) 里的坐标 x(p) 记为 p

(U,x)
.

定义 2.1 (Einstein 求和约定). 表达式中上下标出现相同符号则自动求和.

注 2.2. 矩阵 A = (aik) 和 B = (bkj ) 相乘得到 AB = (aikb
k
j ).

定义 2.3 (切向量). 四种理解:

1. (几何: 光滑曲线等价类) 开区间到流形的光滑嵌入 γ1 和 γ2 称为在点 p 处一阶密切, 若存在 t1

和 t2, 使得 γ1(t1) = γ2(t2) = p 且 dγ1
dt |t1 = dγ2

dt |t2 . 在 p 处的一阶密切等价类称为 p 点的切向量.

2. (代数: 抽象方向导数) 记 C∞p = {定义在 p 附近的光滑函数}. 称 v : C∞p → R 为 p 点的切向量,
若

• (线性) v(sf + tg) = sv(f) + tv(g), ∀s, t ∈ R, ∀f, g ∈ C∞p

• (Leibniz) v(fg) = v(f)g|p + f |pv(g), ∀f, g ∈ C∞p

}
此时必有 v(常值函数) = 0

3. 局部坐标表示: 见命题2.5的证明 [2⇒3].

4. (欧氏空间) 由 Whitney 嵌入定理, 可将流形 M 看作 R2 dimM 的子流形, 其中光滑曲线有切向量.

定义 2.4 (切空间). 将点 p ∈M 处的切向量组成的集合记为 TpM , 称为 p 点的切空间.

命题 2.5. 切空间 TpM 是 dimM 维线性空间.

证明. 取图卡 (U, x)覆盖 p. 对于 h ∈ C∞p ,记 h(U,x) = h◦x−1. 考察 t 7→ h(U,x)(p(U,x)+t(q(U,x)−p(U,x))),
我们有 h(q) = h(p) + (xi(q) − xi(p))ri(q), 其中 ri(q) =

∫ 1

0
∂ih(U,x)(p(U,x) + t(q

(U,x)
− p

(U,x)
)) dt. 由此

可得 v(h) = v(xi) ∂
∂xi |p(h), 其中 ∂

∂xi |p(h) = ∂h
∂xi |p = ∂ih(U,x)(p(U,x)) = ri(p). 故 v = v(xi) ∂

∂xi |p.

定义 2.6 (自然基底). 称 { ∂
∂xi |p}dimM

i=1 为 TpM 在图卡 (U, x) 里的自然基底.

注 2.7. 将 (x, y, z) ∈ S2表示为 x = sinϕ cos θ, y = sinϕ sin θ, z = cosϕ. 利用 γ(t) = (sinϕ cos t, sinϕ sin t, cosϕ)
可得 ∂

∂θ
= dγ

dt |t=θ = (− sinϕ sin θ, sinϕ cos θ, 0). 类似地, ∂
∂φ

= (cosϕ cos θ, cosϕ sin θ,− sinϕ).

定义 2.8 (切丛). 称 TM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM} 为流形 M 的切丛.

命题 2.9. 设 M 是微分流形, 则 TM 是微分流形.

证明. 可以用 M 的每个图卡 (U, x) 诱导 TM 的图卡 (Ũ , x̃), 其中 Ũ = {(p, v) : p ∈ U, v ∈ TpM},
x̃(p, ai ∂

∂xi |p) = (x(p), a).

定义 2.10 (切向量场). 任给 A ⊂ M , 连续映射 ξ : p ∈ A 7→ (p, ξ|p) ∈ TM 称为 A 上的切向量场. 若
A 是光滑子流形, ξ 光滑, 则称 ξ 为光滑切向量场. 将 M 上的光滑切向量场的集合记为 Γ(TM).

命题 2.11. 设 (U, x) 是光滑图卡, 记 ξ|p = ξi(p) ∂
∂xi |p, 则 ξ 光滑当且仅当每个 ξi 都光滑.
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注 2.12. 切向量场 ξ 可看作对 ξ 的方向导数 ∂ξ : C
∞(M)→ C∞(M), 满足 ∂ξ(h)|p = ξ|p(h), p ∈M .

命题 2.13. 映射 D : C∞(M)→ C∞(M) 是某个 ∂ξ 当且仅当 D 满足:
线性, Leibniz, 局部 (若 U ⊂M 开, 则 f |U = g|U 蕴涵 (Df)|U = (Dg)|U).

习题 2.1. 考虑所有实对称矩阵构成的光滑流形 M = {A ∈Mn×n(R) : A⊤ = A}.
(a) 写出一个覆盖单位矩阵 In 的光滑图卡, 以及对应的自然基底.
(b) 考察光滑函数 det (求行列式), 求它对自然基底中各个切向量的方向导数.

解. (a) 令 ϕ : (ai,j)1≤i≤n1≤j≤n 7→ (ai,j)1≤i≤j≤n = (ai,j)1≤i≤j≤n 并且将 ϕ(M) 等同于 R
n(n+1)

2 , 则 (M,ϕ) 是
光滑图卡. 对应的自然基底为 { ∂

∂ai,j
}1≤i≤j≤n, 其中 ∂

∂ai,j
= ∂ak,l

∂ai,j
∂

∂ak,l =
1

1+δi,j
( ∂
∂ai,j

+ ∂
∂aj,i

).
(b) 由于 ∂ det

∂ai,j
(A) = adj(A)i,j , ∀i, j, 我们有 ∂ det

∂ai,j
(A) = 2

1+δi,j
adj(A)i,j , ∀i ≤ j. ////

习题 2.2. 设 F : Rn → R 是光滑淹没, 则 M = {p ∈ Rn : F (p) = 0} 是 Rn 的光滑子流形. 证明
v ∈ Rn 可以看作 TpM 里的切向量当且仅当 vi∂iF (p) = 0.

证明. 设 γ 是开区间到 M 的光滑嵌入, 且 γ(t0) = p, 则 0 = d
dt |t0(F ◦ γ) = ∂i|p(F )dγi

dt |t0 . 反之, 若
v ∈ Rn 适合 vi∂iF (p) = 0, 则存在一条满足 γ(t0) = p 和 dγ

dt |t0 = v 的映射进 M 的光滑曲线 γ, 它是
微分方程 ∂iF (γ(t))

dγi

dt = 0 的解. (既然 ∂iF (p) 不全为零, 不妨设 ∂nF (p) 6= 0. 由隐函数定理可知, 存
在 p 的邻域 U ⊂ Rn 以及 h : Rn−1 → R 使得 U ∩M = {q ∈ Rn : qn = h(q1, . . . , qn−1)} 且其上成立
∂ih = − ∂iF

∂nF
(∀i < n), 于是 γ(t0 + ε) = (IdRn−1 , h)(p1 + v1ε, . . . , pn−1 + vn−1ε) 即为所求.) ■

习题 2.3. 设 (U, x)和 (V, y)是光滑流形M 上的光滑图卡,验证对应的 TM 上的图卡 (Ũ , x̃)和 (Ṽ , ỹ)

光滑相容.

证明. 直接计算, 有 x̃−1(x(p), a) = (p, aj ∂
∂xj |p) = (p, aj ∂y

i

∂xj |p ∂
∂yi
|p), 其中 ∂yi

∂xj |p = ∂j(y
i ◦ x−1)|x(p), 进而

ỹ ◦ x̃−1(q, a) = (y ◦ x−1(q), Jy◦x−1(q)a). 由 y ◦ x−1 和 Jy◦x−1 光滑, 可得 ỹ ◦ x̃−1 光滑; x̃ ◦ ỹ−1 同理. ■

3 张量 (2021 年 3 月 19 日)

定义 3.1 (Poisson 括号/Lie 括号). 对于切向量场 ξ 和 η, 通过 ∂ρ(h) = ∂ξ(∂η(h))− ∂η(∂ξ(h)) 定义 ρ,
称为 ξ 和 η 的 Poisson 括号/Lie 括号, 记为 ρ = [ξ, η], 不难验证它仍是切向量场.

注 3.2. 在图卡 (U, x) 里, 记 ξ = ξi ∂
∂xi 和 η = ηi ∂

∂xi , 则∂ξ(∂η(h)) = ξi ∂
∂xi (η

j ∂h
∂xj ) = ξi ∂η

j

∂xi
∂h
∂xj + ξiηj ∂2h

∂xi∂xj

∂η(∂ξ(h)) = ηj ∂
∂xj (ξ

i ∂h
∂xi ) = ηj ∂ξ

i

∂xj
∂h
∂xi + ηjξi ∂2h

∂xj∂xi

=⇒ ∂[ξ,η] = ∂ξ∂η−∂η∂ξ =
(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξ

i

∂xj

)
∂

∂xi

引理 3.3. 任给局部定义的线性无关的光滑切向量场 ξ1, . . . , ξk, 存在图卡 (U, x) 使 ξi =
∂
∂xi (∀i), 当且

仅当 [ξi, ξj ] = 0 (∀i, j).

定义 3.4 (可积). 称光滑流形 M 上的一族切向量场 (ξ1, . . . , ξk) 完全可积, 若存在 k 维浸入子流形 N

使得在 ∀p ∈ N 处有 TpN = span(ξ1|p, . . . , ξk|p) ⊂ TpM , 此时 N 称为完全积分子流形.

定理 3.5 (Frobenius). 任给局部定义的线性无关的光滑切向量场 ξ1, . . . , ξk, 则 (ξ1, . . . , ξk) 完全可积
当且仅当 (ξ1, . . . , ξk) 对合, 即存在光滑函数 Cℓij 使得在 ∀p 处有 [ξi, ξj ]|p = Cℓij(p)ξℓ|p (∀i, j).

证明. 必要性较为容易: 利用含入映射 ι : N ↪→M 的典范表示 y◦ι◦x−1 : (x1, . . . , xk) 7→ (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0),
在 span(ξ1, . . . , ξk) = span( ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yk
)中计算. 充分性参看梅加强《流形与几何初步》定理 2.2.3.
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微分流形

定义 3.6 (余切向量). 称切空间 TpM 上的线性函数为点 p 处的余切向量.

注 3.7. 对于切向量 v 和余切向量 ω, 有时记 〈ω, v〉 = ω(v).

定义 3.8 (全微分). 设 f 是光滑函数, 称余切向量 df |p : v ∈ TpM 7→ v(f) ∈ R 为 f 在 p 处的全微分.

定义 3.9 (余切空间). 称 p ∈M 处的余切向量组成的集合为余切空间, 记为 T ∗pM .

定义 3.10 (自然基底). 设 { ∂
∂xi |p} 是 TpM 在图卡 (U, x) 里的自然基底, 则其对偶基 {dxi|p} 称为

T ∗pM 在图卡 (U, x) 里的自然基底, 满足 〈dxi|p, ∂
∂xj |p〉 = ∂

∂xj |p(xi) = ∂xi

∂xj |p = δij .

注 3.11. 任取余切向量 ω, 有 ω = ωi(p)dxi|p, 其中 ωi(p) = 〈ω, ∂
∂xi |p〉. 特别地, df |p = ∂f

∂xi |pdxi|p.

定义 3.12 (切映射和拉回). 设 f :M → N 光滑. 按 f∗(v)(h) = v(h◦f)定义 df = f∗ : TpM → Tf(p)N ,
称为 f 诱导的切映射. 按 〈f∗(ω), v〉 = 〈ω, f∗(v)〉 定义 f∗ : T ∗f(p)N → T ∗pM , 称为 f 诱导的拉回映射.

注 3.13. 显然 f∗和 f∗均为线性映射. 考虑与 g : N → P 复合,可得 (g◦f)∗ = g∗◦f∗和 (g◦f)∗ = f∗◦g∗.

注 3.14. 在M 图卡 (U, x)和N 图卡 (V, y)中, f∗( ∂
∂xj |p) = ∂yi◦f

∂xj |p ∂
∂yi
|f(p)且 f∗(dyi|f(p)) = ∂yi◦f

∂xj |pdxj |p.

注 3.15. 设 γ : R→M 是光滑曲线, 则 ∂
∂γ
|t0 = γ′(t0) = γ∗(

d
dt |t0) 是 p = γ(t0) 处沿 γ 的方向导数. 进

而考察 f ◦ γ : R→ N , 则 f∗(
∂
∂γ
|t0) = (f ◦ γ)∗( d

dt |t0) =
∂

∂(f◦γ) |t0 是 f(p) 处沿 f ◦ γ 的方向导数.

注 3.16. 设 h : V ⊂ N → R 光滑, 我们有 f∗ : dh = ∂h
∂yi

dyi 7→ ∂h
∂yi

∂yi◦f
∂xj dxj = ∂h◦f

∂xj dxj = d(h ◦ f).

定义 3.17 (余切丛). 称 T ∗M = {(p, ω) : p ∈M, ω ∈ T ∗pM} 为流形 M 的余切丛.

定义 3.18 (余切向量场). 光滑映射 ω : p ∈ A ⊂M 7→ (p, ω|p) ∈ T ∗M 称为 A 上的光滑余切向量场.

定义 3.19 (张量). 多重线性函数 T : (T ∗pM)⊗r ⊗ (TpM)⊗s → R 称为 p ∈M 处的 (r, s) 型张量. 特别
地, 称 (r, 0) 型张量为 r 阶反变张量, 称 (0, s) 型张量为 s 阶协变张量.

注 3.20. 切向量 ξ = ξi ∂
∂xi 是 1 阶反变张量, 余切向量 df = fidxi 是 1 阶协变张量.

命题 3.21. 在图卡 (U, x) 里, (r, s) 型张量有唯一表示 T = T i1,...,irj1,...,js
∂

∂xi1
⊗· · ·⊗ ∂

∂xir
⊗dxj1 ⊗· · ·⊗dxjs ,

其中 T i1,...,irj1,...,js
= T (dxi1 , . . . , dxir , ∂

∂xj1
, . . . , ∂

∂xjs
). 可以理解为 T ∈ T (r,s)

p M = (TpM)⊗r ⊗ (T ∗pM)⊗s.

定义 3.22 (自然基底). 称 { ∂
∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs} 为 T (r,s)M 在 (U, x) 里的自然基底.

定义 3.23 (张量丛). 称 T (r,s)M = {(p, T ) : p ∈M, T ∈ T (r,s)
p M} 为流形 M 的 (r, s) 型张量丛.

定义 3.24 (张量场). 光滑映射 T : p ∈ A ⊂M 7→ (p, T |p) ∈ T (r,s)M 称为 A 上的 (r, s) 型光滑张量场.

习题 3.1. 设 ξ, η, ζ 是光滑切向量场.
(a) 验证 Lie 括号运算满足反交换律 [ξ, η] = −[η, ξ].
(b) 验证 Lie 括号运算满足 Jacobi 恒等式 [ξ, [η, ζ]] + [η, [ζ, ξ]] + [ζ, [ξ, η]] = 0.
(c) 证明 Lξ = [ξ, •] 与 Lie 括号有类似于 Leibniz 法则的关联 Lξ([η, ζ]) = [Lξ(η), ζ] + [η, Lξ(ζ)].

证明. (a) 由定义, [ξ, η] = ξη − ηξ = −(ηξ − ξη) = −[η, ξ].

(b) 只需将下述三个式子相加:


[ξ, [η, ζ]] = ξηζ − ξζη − ηζξ + ζηξ

[η, [ζ, ξ]] = ηζξ − ηξζ − ζξη + ξζη

[ζ, [ξ, η]] = ζξη − ζηξ − ξηζ + ηξζ

(c) Lξ([η, ζ]) = [ξ, [η, ζ]] = −[η, [ζ, ξ]]− [ζ, [ξ, η]] = [η, [ξ, ζ]] + [[ξ, η], ζ] = [η, Lξ(ζ)] + [Lξ(η), ζ]. ■
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微分流形

习题 3.2. 设 M 是光滑流形, f :M → R 是光滑函数. 是否可以定义一个 2 阶协变张量场 T , 使得在
每个光滑图卡 (U, x) 里 T = ∂2f

∂xi∂xj dxi ⊗ dxj? 为什么? (提示: 分析 2 阶协变张量的坐标变换公式.)

解. 任取光滑图卡 (U, x) 和 (V, y). 设 T = ∂2f
∂xi∂xj dxi ⊗ dxj , 则 T ( ∂

∂yλ
⊗ ∂

∂yµ
) = ∂2f

∂xi∂xj
∂xi

∂yλ
∂xj

∂yµ
, 即得

T = ∂2f
∂xi∂xj

∂xi

∂yλ
∂xj

∂yµ
dyλ ⊗ dyµ. 另一方面, ∂2f

∂yλ∂yµ
= ∂

∂yλ
( ∂f
∂yµ

) = ∂xi

∂yλ
∂
∂xi (

∂f
∂xj

∂xj

∂yµ
) = ∂xi

∂yλ
∂2f

∂xi∂xj
∂xj

∂yµ
+ rλµ,

其中 rλµ = ∂f
∂xj

∂2xj

∂yλ∂yµ
一般非零. 综上, 未必有 T = ∂2f

∂yλ∂yµ
dyλ ⊗ dyµ, 所以题中所求一般不成立. ////

习题 3.3. 考察单位球面 S2 ⊂ R3, 取极坐标 (θ, ϕ) 表示 (sinϕ cos θ, sinϕ sin θ, cosϕ). 记含入映射为
i : S2 ↪→ R3, (x, y, z) 7→ (x, y, z). 找出形如 a dx + b dy + c dz 的 R3 里的余切向量 ωθ 和 ωφ, 使得
i∗(ωθ) = dθ 和 i∗(ωφ) = dϕ.

解. 回顾2.7, 利用 (θ, ϕ) 表示 (x, y, z), 我们有 i∗(
∂
∂θ
) = − sinϕ sin θ ∂

∂x
+ sinϕ cos θ ∂

∂y
= −y ∂

∂x
+ x ∂

∂y

和 i∗(
∂
∂φ

) = cosϕ cos θ ∂
∂x

+ cosϕ sin θ ∂
∂y
− sinϕ ∂

∂z
= xz√

1−z2
∂
∂x

+ yz√
1−z2

∂
∂y
−
√
1− z2 ∂

∂z
. 为方便求解,

记 ωθ = aθ dx + bθ dy + cθ dz. 由 〈ωθ, i∗( ∂∂θ )〉 = 〈i∗(ωθ),
∂
∂θ
〉 = 〈dθ, ∂

∂θ
〉 = 1 可知 −yaθ + xbθ = 1, 由

〈ωθ, i∗( ∂
∂φ

)〉 = 〈i∗(ωθ), ∂
∂φ
〉 = 〈dθ, ∂

∂φ
〉 = 0 可知 xzaθ + yzbθ − (1− z2)cθ = 0, 满足这两个约束的 ωθ 即

为所求;注意 ωθ 可以对 S2 的法向量任意赋值. 同理, ωφ = aφ dx+bφ dy+cφ dz,满足 −yaφ+xbφ = 0

和 xzaφ + yzbφ − (1− z2)cφ =
√
1− z2. 注意南北极处 ∂

∂θ
和 ∂

∂φ
不良定, 因而不存在 dθ 和 dϕ, 需要

换用其他图卡来讨论切空间和余切空间. ////

4 张量的运算 (2021 年 3 月 24 日)

命题 4.1. 设 (U, x) 和 (V, y) 是光滑图卡, 我们有以下坐标变换公式:

• 若 ξ = ξi ∂
∂xi , 则 ξ = ξi ∂y

j

∂xi
∂
∂yj

.

• 若 ω = ωidxi, 则 ω = ωi
∂xi

∂yj
dyj.

• 若 T = T i1,...,irj1,...,js
∂

∂xi1
⊗· · ·⊗ ∂

∂xir
⊗dxj1⊗· · ·⊗dxjs ,则 T = T̃ k1,...,krℓ1,...,ℓs

∂
∂yk1
⊗· · ·⊗ ∂

∂ykr
⊗dyℓ1⊗· · ·⊗dyℓs ,

其中 T̃ k1,...,krℓ1,...,ℓs
= T i1,...,irj1,...,js

∂yk1

∂xi1
· · · ∂y

kr

∂xir

∂xj1

∂yℓ1
· · · ∂xjs

∂yℓs
.

定义 4.2 (张量积). 设 S ∈ T (r,s) 和 T ∈ T (t,u) 是张量, 则其张量积 S ⊗ T ∈ T (r+t,s+u) 有对自然基底
的坐标 (S ⊗ T )i1,...,ir,k1,...,ktj1,...,js,ℓ1,...,ℓu

= Si1,...,irj1,...,js
T k1,...,ktℓ1,...,ℓu

. (不依赖图卡的选择, 是良定义的. 下同.)

命题 4.3. 张量积满足结合律和多重线性.

定义 4.4 (张量的指标置换). 设 T ∈ T (r,s) 是张量, σ 是 {1, · · · , r} 的置换, θ 是 {1, · · · , s} 的置换, 则
指标置换 σ

θT ∈ T (r,s) 有对自然基底的坐标 (σθT )
i1,...,ir
j1,...,js

= T
iσ(1),...,iσ(r)

jθ(1),...,jθ(s)
.

定义 4.5 (张量缩并). 设 T ∈ T (r,s) 是张量, 则其 (k, `) 缩并 ⊂kℓ T ∈ T (r−1,s−1) 有对自然基底的坐标
(⊂kℓ T )

i1,...,ir−1

j1,...,js−1
= T

i1,...,ik−1,λ,ik,...,ir−1

j1,...,jℓ−1,λ,jℓ,...,js−1
.

注 4.6. 对于矩阵 A = (aij) ∈Mn×n(R), 有 ⊂1
1 A = aii = tr(A).

定义 4.7 (张量的推前和拉回). 设 f :M → N 是光滑映射. 按

f∗(T )(ω
1, . . . , ωr) = T (f∗(ω1), . . . , f∗(ωr))

定义 f∗ : T ∈ T (r,0)
p M 7→ f∗(T ) ∈ T (r,0)

f(p) N , 称为 f 诱导的反变张量的推前映射. 按

f∗(T )(v1, . . . , vs) = T (f∗(v1), . . . , f∗(vs))

定义 f∗ : T ∈ T (0,s)
f(p) N 7→ f∗(T ) ∈ T (0,s)

p M , 称为 f 诱导的协变张量的拉回映射.
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定义 4.8 (Riemann 度量). 设 g 是光滑流形 M 上的 2 阶光滑协变张量场, 满足

1. (对称) g|p(ξ, η) = g|p(η, ξ), ∀ξ, η ∈ TpM, ∀p ∈M

2. (正定) g|p(ξ, ξ) > 0, ∀ξ 6= 0

则 g 称为一个 Riemann 度量, 在 p ∈M 处给出 TpM 上的内积. 此时, M 称为 Riemann 流形.

注 4.9. 设 ι :M → Rn 是光滑浸入, 则 g(ξ, η) = 〈ι∗(ξ), ι∗(η)〉 是 M 上的 Riemann 度量.

注 4.10. 将正定放松为满秩 (正负惯性系数是常值且和为 dimM), 则得到伪 Riemann 度量.

注 4.11. 狭义相对论中, R4 上的伪 Riemann 度量 −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 称为 Minkowski 度量.

定义 4.12 (升降指标). 设 g 是伪 Riemann 度量, 记 g = (gij) 和 ♯g = (gij) = (gij)
−1, 易见 ♯g 是 2 阶

光滑反变张量场. 对 T = (T i1,...,irj1,...,js
) ∈ T (r,s), 降指标 ↓kℓ T ∈ T (r−1,s+1) 有坐标 (↓kℓ T )

i1,...,ir−1

j1,...,jℓ−1,λ,jℓ,...,js
=

gλ,µT
i1,...,ik−1,µ,ik,...,ir−1

j1,...,js
,升指标 ↑kℓ T ∈ T (r+1,s−1)有坐标 (↑kℓ T )

i1,...,ik−1,λ,ik,...,ir
j1,...,js−1

= gλ,µT i1,...,irj1,...,jℓ−1,µ,jℓ,...,js−1
.

定义 4.13 (Lie 导数). 设 ξ 是切向量场, 则 Lξ(η) = [ξ, η] 称为切向量场 η 关于 ξ 的 Lie 导数.

命题 4.14. 设 ξ, η, ζ 是光滑切向量场, 则 L[ξ,η](ζ) = Lξ(Lη(ζ))− Lη(Lξ(ζ)).

命题 4.15 (自然性). 设 f :M → N 是光滑映射. 若 f∗(ξ) = ξ̃ 且 f∗(η) = η̃, 则 f∗(Lξ(η)) = Lξ̃(η̃).

命题 4.16. 设 h 是光滑函数, ξ 和 η 是光滑切向量场, 则 Lξ(hη) = ∂ξ(h)η + hLξ(η).

推论 4.17. 向量场对自然基底求 Lie 导数即按分量求偏导: L ∂

∂xj
(hi ∂

∂xi ) =
∂hi

∂xj
∂
∂xi .

命题 4.18. 若 (ξ, η) 7→ Lξ(η) 是反对称双线性映射, 且满足4.17和4.16, 则 L = L.

定义 4.19 (张量场的 Lie 导数). 设 ξ 是光滑切向量场, T 是 (r, s) 型张量场, 则 T 关于 ξ 的 Lie 导数
Lξ(T ) 也是 (r, s) 型张量场, 满足

1. 若 a 和 b 是常数, R 和 S 是同阶张量场, 则 Lξ(aR+ bS) = aLξ(R) + bLξ(S)

2. 若 h 是函数, 则 Lξ(h) = ∂ξ(h)

3. 若 ω 是余切向量场, η 是切向量场, 则 ∂ξ(〈ω, η〉) = 〈Lξ(ω), η〉+ 〈ω,Lξ(η)〉

4. 若 R 和 S 是张量场, 则 Lξ(R⊗ S) = Lξ(R)⊗ S +R⊗ Lξ(S)

习题 4.1. 用多重线性映射定义和局部坐标表示两种方式, 证明光滑映射拉回光滑协变张量场得到的
还是光滑协变张量场.

证明. 设光滑映射 f : M → N 把 T ∈ T (0,s)N 拉回为 f∗(T ), 往证 f∗(T ) ∈ T (0,s)M . 任取 1 ≤ k ≤ s,
若 h :M → R 是光滑函数, ζ, ξ1, . . . , ξs ∈ Γ(TM), 则

f∗(T )(ξ1, . . . , ξk−1, hξk + ζ, ξk+1, . . . , ξs) = T (f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk−1), f∗(hξk + ζ), f∗(ξk+1), . . . , f∗(ξs))

= T (f∗(ξ1), . . . , f∗(ξk−1), hf∗(ξk) + f∗(ζ), f∗(ξk+1), . . . , f∗(ξs))

= hT (f∗(ξ1), . . . , f∗(ξs)) + T (. . . , f∗(ξk−1), f∗(ζ), f∗(ξk+1), . . . )

= hf∗(T )(ξ1, . . . , ξs) + f∗(T )(. . . , ξk−1, ζ, ξk+1, . . . ).

若 T 光滑, 则 f∗(T )(ξ1, . . . , ξs) = T (f∗(ξ1), . . . , f∗(ξs)) 光滑, ∀ξ1, . . . , ξs ∈ Γ(TM), 于是 f∗(T ) 光滑.
设 (U, x) 是 M 图卡, (V, y) 是 N 图卡. 将 T 写成 T = Tj1,...,jsdyj1 ⊗ · · · ⊗ dyjs , 其中 Tj1,...,js =

T ( ∂
∂yj1

, . . . , ∂
∂yjs

),则 f∗(T ) = (Tj1,...,js ◦f)f∗(dyj1⊗· · ·⊗dyjs) = (Tj1,...,js ◦f)f∗(dyj1)⊗· · ·⊗f∗(dyjs) =
(Tj1,...,js ◦ f)(

∂yj1◦f
∂xi1

dxi1)⊗ · · · ⊗ (∂y
js◦f
∂xis

dxis) = (Tj1,...,js ◦ f)
∂yj1◦f
∂xi1

· · · ∂y
js◦f
∂xis

dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxis . ■

© T.-Y. Li (kellty@pku.edu.cn)
7

2021 春
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注. 张量场光滑 ⇐⇒ 张量场的局部坐标各分量光滑
⇐⇒ 张量场把任意光滑余切向量场和光滑切向量场的序列映射成光滑函数

习题 4.2. 设 f 是光滑函数, ξ 和 η 是光滑切向量场, ω 是光滑余切向量场. 我们知道 Lie 导数满足
Lξ(fη) = ∂ξ(f)η + fLξ(η), 求 Lfξ(η), Lξ(fω), Lfξ(ω) 所满足的类似的公式.

解. 由于 Lie 括号反对称, Lfξ(η) = −Lη(fξ) = −∂η(f)ξ − fLη(ξ) = fLξ(η)− ∂η(f)ξ.
在 〈Lξ(fω), η〉 + 〈fω, Lξ(η)〉 = ∂ξ(〈fω, η〉) = ∂ξ(〈ω, fη〉) = 〈Lξ(ω), fη〉 + 〈ω,Lξ(fη)〉 两端减去

f〈ω,Lξ(η)〉, 可得 〈Lξ(fω), η〉 = f〈Lξ(ω), η〉+ 〈ω, ∂ξ(f)η〉. 而 η 任意, 故 Lξ(fω) = fLξ(ω) + ∂ξ(f)ω.
由 〈Lfξ(ω), η〉+〈ω,Lfξ(η)〉 = ∂fξ(〈ω, η〉) = f∂ξ(〈ω, η〉) = f〈Lξ(ω), η〉+f〈ω,Lξ(η)〉可得 〈Lfξ(ω), η〉 =

〈fLξ(ω), η〉+ 〈ω, ∂η(f)ξ〉, 其中 ∂η(f) = 〈df, η〉. 而 η 任意, 故 Lfξ(ω) = fLξ(ω) + 〈ω, ξ〉df . ////

习题 4.3. 设 ξ 是 R2 上的光滑切向量场, 且 Lξ(g) ≡ 0, 其中 g = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 是 R2 上的
标准 Riemann 度量. 在 p = (0, 0) 处, 记 ξ|p = c1 ∂

∂x1 |p + c2 ∂
∂x2 |p. 证明存在光滑函数 f : R→ R, 使得

ξ = (c1 + f(x2)) ∂
∂x1 + (c2 − f(x1)) ∂

∂x2 .

证明. 令 ξi = 〈dxi, ξ〉, 则 ξ = ξi ∂
∂xi , 且 Lξ(

∂
∂xj ) = [ξ, ∂

∂xj ] = − ∂ξi

∂xj
∂
∂xi . 由于 〈dxi, ∂

∂xj 〉 = δij

是常值函数, 〈Lξ(dxi), ∂
∂xj 〉 = ∂ξ(〈dxi, ∂

∂xj 〉) − 〈dxi, Lξ( ∂
∂xj )〉 = ∂ξi

∂xj , 于是 Lξ(dxi) = ∂ξi

∂xj dxj , 进而
Lξ(dxi⊗dxi) = Lξ(dxi)⊗dxi+dxi⊗Lξ(dxi)被确定. 我们有 Lξ(g) = Lξ(dx1⊗dx1)+Lξ(dx2⊗dx2) =
(2 ∂ξ

1

∂x1 dx1⊗dx1+ ∂ξ1

∂x2 dx1⊗dx2+ ∂ξ1

∂x2 dx2⊗dx1)+ ( ∂ξ
2

∂x1 dx1⊗dx2+ ∂ξ2

∂x1 dx2⊗dx1+2 ∂ξ
2

∂x2 dx2⊗dx2) =
2 ∂ξ

1

∂x1 dx1 ⊗ dx1 + ( ∂ξ
1

∂x2 + ∂ξ2

∂x1 )(dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1) + 2 ∂ξ
2

∂x2 dx2 ⊗ dx2 各分量都恒为零, 所以存在函
数 φ 和 ψ, 使得 ξ1|(x1,x2) = φ(x2) 和 ξ2|(x1,x2) = ψ(x1), 且 φ′(x2) + ψ′(x1) ≡ 0. 固定 x1, 让 x2 变动,
可知 φ′ 是常数, 记为 a. 让 x1 变动, 则有 ψ′ ≡ −a. 不难发现 f(t) = at 即为所求. ■

5 Lie 导数 (2021 年 3 月 31 日)

命题 5.1. 对于 ξ = ξi ∂
∂xi 和 ω = ωidxi, 有 Lξ(ω) = (ξj ∂ωi

∂xj + ωj
∂ξj

∂xi )dxi.

命题 5.2. 对于 ξ = ξi ∂
∂xi 和 T = T i1,...,irj1,...,js

∂
∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs , 有 Lξ(T ) =(

ξλ
∂T

i1,...,ir
j1,...,js

∂xλ −
∑

k T
...,ik−1,λ,ik+1,...
j1,...,js

∂ξik

∂xλ +
∑

ℓ T
i1,...,ir
...,jℓ−1,λ,jℓ+1,...

∂ξλ

∂xjℓ

)
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs .

定义 5.3 (单参数变换群). 一族以 t ∈ (−δ, δ) ⊂ R 为指标的变换 ϕt : U ⊂ M → M 构成单参数变换
局部群, 若 ϕ0 = Id : U ↪→M , 且对任意 s 和 t 有 ϕs+t = ϕs ◦ ϕt.

定义 5.4 (流). 单参数变换局部群 {ϕt : U →M}t∈(−δ,δ) 决定的 Φ : (p, t) ∈ U × (−δ, δ) 7→ ϕt(p) ∈M
称为单参数局部流, 并且 γp(t) = Φ(p, t) 称为从 p 出发的流线.

注 5.5. 我们有 Φ(p, 0) = p 和 Φ(p, s+ t) = Φ(Φ(p, s), t). 对应地, γp(0) = p 且 γp(s+ t) = γγp(s)(t).

命题 5.6. 光滑单参数局部流的从任意点出发的流线存在且唯一, 是光滑曲线或光滑闭曲线或单点集.

定义 5.7 (光滑单参数变换群). 若单参数局部流 Φ(p, t) = ϕt(p) 是 U × (−δ, δ) 到 M 的光滑映射, 则
{ϕt} 称为光滑单参数变换局部群.

定理 5.8. 设 ξ 是 M 上的光滑切向量场, 则对任意 p ∈M , 存在 p 的开邻域 U ⊂M 以及唯一的光滑
单参数局部流 Φ : U × (−δ, δ)→M , 使得 ξ|q = ∂Φ(q,t)

∂t
|t=0, ∀q ∈ U . 换言之, ξ|q = γ′(0) = γ∗(

d
dt |t=0),

其中 γ(t) = Φ(q, t) 是从 q 出发的流线. (Thm. 9.12 in Lee’s Introduction to Smooth Manifolds)
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证明. 由常微分方程的 Picard–Lindelöf 定理可得.

命题 5.9 (Lie 导数的几何解释). 设 ξ 是处处非零的光滑切向量场, 在 p 处由单参数变换局部群 {ϕt}

实现, 则 Lξ(η)|p = lim
t→0

(ϕ−t)∗(η|φt(p))− η|p
t

, 其中 η 是任意光滑切向量场.

证明. 根据引理3.3, 取图卡 (U, x) 使 ξ = ∂
∂x1 . 记 η = ηi ∂

∂xi , 则 Lξ(η) = ∂ηi

∂x1
∂
∂xi . 易见 x(ϕt(p)) =

x(p) + (t, 0, · · · , 0), 因此对 (ϕ−t)∗(η|φt(p)) 的局部坐标分量 ηi(ϕt(p)) 作用 ∂
∂t
|t=0 恰好得到 ∂ηi

∂x1 |p.

习题 5.1. 考察平面 R2 上的光滑切向量场 ξ = (x2 + y2)(x ∂
∂x

+ y ∂
∂y
).

(a) 写出实现 ξ 的光滑单参数变换群 {ϕt} 及相应的光滑单参数流 Φ(x, y, t).
(b) 显然常值映射 γ0(t) = (0, 0) 是一条经过原点的流线. 是否还有其他的经过原点的光滑曲线 γ,

使得在 γ 上每点都成立 γ′(t) = ξ|γ(t)?

解. 任取 p = (x0, y0), 设 γp(t) = (xp(t), yp(t)) 是 ξ 决定的从 p 出发的积分曲线, 适合 γ′p(t) = ξ|γp(t).
解微分方程可得 γp(t) = (x0,y0)√

1−2(x2
0+y

2
0)t

, 进而 ϕt(x, y) = Φ(x, y, t) = (x,y)√
1−2(x2+y2)t

即为所求, 而且当
p 6= (0, 0) 时 γp 不可能经过原点. 参看VectorPlot in Wolfram|Alpha. ////

习题 5.2. 仿照切向量场 Lie 导数的几何解释, 给出并证明余切向量场 Lie 导数的几何解释.

解. 设 ξ 是处处非零的光滑切向量场, 在 p 处由单参数变换局部群 {ϕt} 实现, 则对任意光滑余切向量

场 ω 都有 Lξ(ω)|p = lim
t→0

(ϕt)
∗(ω|φt(p))− ω|p

t
. 证明也是类似的, 如下所示.

根据引理3.3, 取图卡 (U, x) 使 ξ = ∂
∂x1 . 记 ω = ωidxi, 则 Lξ(ω) = ∂ωi

∂x1 dxi. 易见 x(ϕt(p)) =

x(p) + (t, 0, · · · , 0), 因此对 (ϕt)
∗(ω|φt(p)) 的局部坐标分量 ωi(ϕt(p)) 作用 ∂

∂t
|t=0 恰好得到 ∂ωi

∂x1 |p. ////

习题 5.3. 设 Riemann 流形 (M, g) 上的光滑切向量场 ξ 处处非零, 且 Lξ(g) ≡ 0. 将 ξ 决定的单参数
变换群记为 {ϕt}. 证明 ϕt 是等距, 即 |(ϕt)∗(v)| = |v| 对任意切向量 v 成立, 其中 |•| =

√
g(•, •).

证明. 此题中的 ξ 称为 Killing 向量场. 对于 |(ϕt)∗(v)|2 = g((ϕt)∗(v), (ϕt)∗(v)) = (ϕt)
∗(g)(v, v), 可

见 ∂
∂t
|(ϕt)∗(v)|2 = ∂

∂t
(ϕt)

∗(g)(v, v) = Lξ(g)((ϕt)∗(v), (ϕt)∗(v)) 恒为零, 所以 |(ϕt)∗(v)|2 = |v|2. ■

6 微分形式 (2021 年 4 月 2 日)

定义 6.1 (微分形式). 交错的 k 阶光滑协变张量场称为 k-形式, 组成的集合记为 Ωk.

注 6.2. 在 p ∈M 处的交错 k 阶协变张量组成的集合记为
∧k

T ∗pM .

注 6.3. 交错 [ω(· · · , ξ, · · · , ξ, · · · ) = 0] 等价于反对称 [ω(· · · , ξ, · · · , η, · · · ) = −ω(· · · , η, · · · , ξ, · · · )].

定义 6.4 (Levi–Civita符号). 对于 σ : {1, · · · , k} → {1, · · · , k},记 εσ =


1, σ是(1, · · · , k)的偶置换;

−1, σ是(1, · · · , k)的奇置换;

0, σ不是(1, · · · , k)的置换.

注 6.5. 用 Sk 表示 k 阶置换群, 则 εσ = sgn(σ), ∀σ ∈ Sk.

命题 6.6. 设 ω = ωi1,...,ik dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik 交错, 则 ωiσ(1),...,iσ(k)
= εσωi1,...,ik .

定义 6.7 (自然基底). 约定 dxI = dxi1,...,ik =
∑

σ∈Sk
sgn(σ) dxiσ(1)⊗· · ·⊗dxiσ(k) ,其中 I = (i1, . . . , ik).

称 {dxi1,...,ik |p}i1<···<ik 为
∧k

T ∗pM 在图卡 (U, x) 里的自然基底.
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命题 6.8. 任给 ω ∈
∧k

T ∗pM 和 C = (Cij) ∈Mk×k(R). 若 v1, . . . , vk, ṽ1, . . . , ṽk ∈ TpM 满足 ṽj = Cijvi,
1 ≤ j ≤ k, 则 ω(ṽ1, . . . , ṽk) = det(C)ω(v1, . . . , vk).

定义 6.9 (交错化). 设 ω 是 k 阶协变张量, 定义其交错化为 Alt(ω) = 1
k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)(σω), 其中指标
置换 σω 见定义4.4, 满足 (σω)(v1, . . . , vk) = ω(vσ(1), . . . , vσ(k)).

推论 6.10. 协变张量 ω 交错当且仅当 Alt(ω) = ω.

定义 6.11 (外积). 对于 α ∈
∧k

T ∗pM 和 β ∈
∧ℓ

T ∗pM , 定义它们的外积为 α ∧ β = (k+ℓ)!
k!ℓ!

Alt(α⊗ β).

引理 6.12. 记 α =
∑

i1<···<ik αi1,...,ikdxi1,...,ik 和 β =
∑

j1<···<jℓ βj1,...,jℓdx
j1,...,jℓ , 则有

α ∧ β =
∑

i1<···<ik;j1<···<jℓ αi1,...,ikβj1,...,jℓ dxi1,...,ik,j1,...,jℓ .

证明. 利用 (k, `)-shuffle, 即满足 σ(1) < · · · < σ(k) 和 σ(k + 1) < · · · < σ(k + `) 的 σ ∈ Sk+ℓ.

命题 6.13. 对于 (α, β) ∈
∧k

T ∗pM ×
∧ℓ

T ∗pM , 有 α ∧ β ∈
∧k+ℓ

T ∗pM , 且 β ∧ α = (−1)kℓα ∧ β.

注 6.14. 若 ω 是奇数阶交错协变张量, 则 ω ∧ω = 0. 若 ω 是偶数阶交错协变张量, 则 ω ∧ω 未必为零.

命题 6.15. 外积满足结合律和多重线性.

注 6.16. 对 ω1, . . . , ωk ∈ T ∗pM ,有 ω1∧· · ·∧ωk = k!Alt(ω1⊗· · ·⊗ωk) =
∑

σ∈Sk
sgn(σ)ωσ(1)⊗· · ·⊗ωσ(k).

特别地, dxi1 ∧· · ·∧dxik = dxi1,...,ik . 易见 (ω1∧· · ·∧ωk)(v1, . . . , vk) = det(ωi(vj)), ∀v1, . . . , vk ∈ TpM .

命题 6.17. 设 ξ 是 M 上的切向量场, 则 Lξ(α∧ β) = Lξ(α)∧ β+α∧Lξ(β), α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωℓ(M).

命题 6.18 (自然性). 设 f 是流形之间的光滑映射, 则 f∗(α ∧ β) = f∗(α) ∧ f∗(β).

定义 6.19 (标架场和余标架场). 设M 是 n维光滑流形. 局部定义的处处线性无关的切向量场 (ξ1, . . . , ξn)

称为局部标架场, 其对偶的余切向量场 (ω1, . . . , ωn) 称为 (对偶) 局部余标架场, 满足 ωi(ξj) = δij .

命题 6.20. 设 (ξ1, . . . , ξn) 和 (ω1, . . . , ωn) 是 M 上的一对标架场和余标架场.

• 任取 (r, s)型张量 T ,有 T = T i1,...,irj1,...,js
ξi1⊗· · ·⊗ξir⊗ωj1⊗· · ·⊗ωjs ,其中 T i1,...,irj1,...,js

= T (ωi1 , . . . , ωir , ξj1 , . . . , ξjs).
事实上, {ξi1 ⊗ · · · ⊗ ξir ⊗ ωj1 ⊗ · · · ⊗ ωjs} 构成 T (r,s)M 的基底.

• 任取 k-形式 θ, 有 θ =
∑

i1<···<ik θi1,...,ik ω
i1 ∧ · · · ∧ ωik , 其中 θi1,...,ik = θ(ξi1 , . . . , ξik). 事实上,

{ωi1 ∧ · · · ∧ ωik} 构成 Ωk(M) 的基底.

定义 6.21 (正交标架场). 称 Riemann流形 (M, g)上标架场 (ξ1, . . . , ξn) 正交,若 g(ξi, ξj) = δij (∀i, j).

注 6.22. 通过 R3 上的标准内积诱导单位球面 S2 上的 Riemann 度量. 在极坐标 (θ, ϕ) 下, 由2.7可知
ξ1 =

1
sinφ

∂
∂θ
和 ξ2 =

∂
∂φ
构成正交标架场, 其对偶余标架场为 ω1 = sinϕ dθ 和 ω2 = dϕ.

定义 6.23 (体积形式). 设 V 是 n 维 Riemann 流形 M 上局部定义的 n-形式乘一个符号因子, 从而是
赝张量 (pseudotensor). 如果对 M 上的任意局部正交标架场 (ξ1, . . . , ξn) 都有 V (ξ1, . . . , ξn) = ±1, 则
称 V 为局部体积形式.

命题 6.24. 设 (M, g) 为 n 维 Riemann 流形, V 是图卡 (U, x) 上的体积形式, 则 V = ±
√
|g| dx1,··· ,n,

其中 |g| = det(g( ∂
∂xi ,

∂
∂xj )).

定义 6.25 (定向). 流形M 称为可定向的,若存在覆盖M 的定向图册,其中任意图卡 (Ux, x)和 (Uy, y)

都定向相容,即满足 det(Jy◦x−1) > 0. 换言之,定向图册中图卡决定的自然基底之间的过渡矩阵保定向.
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注 6.26. Möbius 带不可定向. (math.stackexchange.com/q/15602)

命题 6.27. 设 M 是连通的 n 维微分流形, 则 M 可定向当且仅当 M 上存在整体定义的处处非零的
n-形式. 特别地, Riemann 流形可取符号恒正的体积形式. (梅加强《流形与几何初步》命题 2.5.6)

注 6.28. 设 (ξ1, . . . , ξn) 是标架场, ω 是非零 n-形式. 若 ω(ξ1, . . . , ξn) > 0, 则称 (ξ1, . . . , ξn) 与 ω 定向
相容; 若 ω(ξ1, . . . , ξn) < 0, 则称 (ξ1, . . . , ξn) 与 ω 定向相反. 由此, ω 决定了一个 (正) 定向, 即所有与
ω 定向相容的标架场组成的集合; ω 也决定了一个负定向, 即所有与 ω 定向相反的标架场组成的集合.
我们将图卡 (U, x) 的定向等同于自然标架场 { ∂

∂xi } 的定向.

注 6.29. 一般的流形可在局部取连通开子集同胚于 Rn, 从而得到局部定向.

习题 6.1. 设 α 是 k-形式, β 是 `-形式. 任取一组向量 ξ1, . . . , ξk+ℓ, 已知 αξi1,...,ik = α(ξi1 , . . . , ξik) 和
βξj1,...,jℓ = β(ξj1 , . . . , ξjℓ), 求 (α ∧ β)(ξ1, . . . , ξk+ℓ).

解. 令 S(k, `) = {π ∈ Sk+ℓ : π(1) < · · · < π(k), π(k+1) < · · · < π(k+`)},其基数为 |S(k, `)| = (k+ℓ)!
k!ℓ!

.
对于 λ ∈ Sk 和 µ ∈ Sℓ, 定义 λ⊞ µ ∈ Sk+ℓ, 把 i ≤ k 映射为 λ(i), 把 i > k 映射为 k + µ(i− k). 于是

(α ∧ β)(ξ1, . . . , ξk+ℓ) =
1

k!`!

∑
θ∈Sk+ℓ

sgn(θ)(α⊗ β)(ξθ(1), . . . , ξθ(k+ℓ))

=
1

k!`!

∑
π∈S(k,ℓ)

∑
λ∈Sk

∑
µ∈Sℓ

sgn(π ◦ (λ⊞ µ))α(ξπ(λ(1)), . . . , ξπ(λ(k)))β(ξπ(k+µ(1)), . . . , ξπ(k+µ(ℓ)))

=
1

k!`!

∑
π∈S(k,ℓ)

∑
λ∈Sk

∑
µ∈Sℓ

sgn(π)������sgn(λ⊞ µ)����sgn(λ)α(ξπ(1), . . . , ξπ(k))����sgn(µ)β(ξπ(k+1), . . . , ξπ(k+ℓ))

=
∑

π∈S(k,ℓ)

sgn(π)α(ξπ(1), . . . , ξπ(k))β(ξπ(k+1), . . . , ξπ(k+ℓ))

=
∑

π∈S(k,ℓ)

sgn(π)αξπ(1),...,π(k)β
ξ
π(k+1),...,π(k+ℓ).

这也给出了 α ∧ β =
∑

π∈S(k,ℓ) sgn(π) (π(α⊗ β)). ////

习题 6.2. 设 (M, g) 是光滑 Riemann 流形. 取定覆盖 p ∈M 的图卡 (U, x), 设 g 的坐标表示 (gij) 作
为矩阵有逆 (gij). 考虑

∧k
T ∗pM 上的对称双线性函数 ρkg(α, β) = gi1,j1 · · · gik,jkαi1,...,ikβj1,...,jk .

(a) 证明 ρkg 是
∧k

T ∗pM 上定义良好的内积, 即 ρkg 不依赖图卡的选择并且正定.
(b) 设 ξ1, . . . , ξn 是 TpM 的标准正交基, 证明其对偶基 ω1, . . . , ωn 是 (T ∗pM,ρ1g) 的标准正交基.
(c) 利用 (b) 写出 (

∧k
T ∗pM,ρkg) 的一组标准正交基.

注. 硬算想必可行, 未若音乐同构 (musical isomorphism) 之升降指标. K

证明. 定义 [ : v ∈ TpM 7→ v♭ = g|p(v, •) ∈ T ∗pM 和 ] = [−1 : θ ∈ T ∗pM 7→ θ♯ ∈ TpM , 易见它们的坐标
表示为 (vi ∂

∂xi )
♭ = gijv

idxj 和 (θidxi)♯ = gijθi
∂
∂xj . 可以将此推广为线性同构 (TpM)⊗k

♭−⇀↽−
♯
(T ∗pM)⊗k,

适合 (v1 ⊗ · · · ⊗ vk)♭ = v♭1 ⊗ · · · ⊗ v♭k 和 (θ1 ⊗ · · · ⊗ θk)♯ = (θ1)♯ ⊗ · · · ⊗ (θk)♯. 我们在 T ∗pM 上定义对称
双线性函数 ♯g|p(θ, φ) = g|p(θ♯, φ♯), 易见 ♯g 有坐标表示 (gij), 从而是内积. 进一步地, 可在 (T ∗pM)⊗k

上定义对称双线性函数 ♯g⊗k|p, 适合 ♯g⊗k|p(θ1 ⊗ · · · ⊗ θk, φ1 ⊗ · · · ⊗ φk) = ♯g|p(θ1, φ1) · · · ♯g|p(θk, φk),
易见 ♯g⊗k 有坐标表示 (gi1,j1 · · · gik,jk). 由于Kronecker积保正定, ♯g⊗k|p 是 (T ∗pM)⊗k 上的内积.

(a) 只需注意到 ρkg 是 ♯g⊗k|p 在
∧k

T ∗pM 上的限制.
(b) 不难发现 ωi = (ξi)

♭, 因此 ρ1g(ω
i, ωj) = ♯g|p(ωi, ωj) = g|p((ωi)♯, (ωj)♯) = g|p(ξi, ξj) = δij .
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(c) 断言 { 1√
k!
ωi1 ∧ · · · ∧ ωik}i1<···<ik 即为所求. 事实上,

ρkg(ω
i1 ∧ · · · ∧ ωik , ωj1 ∧ · · · ∧ ωjk)

= ♯g
⊗k∣∣

p

( ∑
σ∈Sk

sgn(σ)ωiσ(1) ⊗ · · · ⊗ ωiσ(k) ,
∑
τ∈Sk

sgn(τ)ωjτ(1) ⊗ · · · ⊗ ωjτ(k)

)
=
∑
σ∈Sk

∑
τ∈Sk

sgn(σ) sgn(τ) δiσ(1),jτ(1)
· · · δiσ(k),jτ(k)

=
∑
σ∈Sk

∑
τ∈Sk

sgn(σ−1) sgn(τ) δi1,jτ(σ−1(1))
· · · δik,jτ(σ−1(k))

=
∑
σ∈Sk

∑
π∈Sk

sgn(π) δi1,jπ(1)
· · · δik,jπ(k)

= k! δi1,j1 · · · δik,jk ,

其中用到 π 只能取恒同映射, 因为 i1 < · · · < ik 且 j1 < · · · < jk. ■

习题 6.3. 考虑旋转单叶双曲面 M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 1}, 通过 R3 的标准内积诱导
Riemann 度量. 写出 M 上的面积形式的一个具体表达式. (One-Sheeted Hyperboloid in Wolfram|Alpha)

解. 表 x =
√
1 + z2 cos θ, y =

√
1 + z2 sin θ, z = z, 则有 ∂

∂θ
= (−

√
1 + z2 sin θ,

√
1 + z2 cos θ, 0) 和

∂
∂z

= ( z cos θ√
1+z2

, z sin θ√
1+z2

, 1). 经计算可知, ξ1 = 1√
1+z2

∂
∂θ
和 ξ2 =

√
1+z2√
1+2z2

∂
∂z
构成正交标架场, 其对偶余标架

场为 ω1 =
√
1 + z2 dθ 和 ω2 =

√
1+2z2√
1+z2

dz. 于是, ω1 ∧ ω2 =
√
1 + 2z2 dθ ∧ dz 即为所求. ////

7 微分形式的运算 (2021 年 4 月 7 日 +14 日)

定义 7.1 (外微分). 映射 d :
∑

i1<···<ik ωi1,...,ikdxi1,...,ik ∈ Ωk 7→
∑

i1<···<ik(dωi1,...,ik)∧dxi1,...,ik ∈ Ωk+1

称为外微分运算. 外微分不依赖图卡的选择, 是良定义的.

注 7.2. 函数 f ∈ C∞ = Ω0 的全微分 df = ∂f
∂xi dxi ∈ Ω1 见定义3.8, 梯度 grad f = (df)♯ = gij ∂f

∂xi
∂
∂xj

是切向量场, 其中 (gij) 是 Riemann 度量 (gij) 的逆矩阵 (于 Rn 而言是单位矩阵 In).

命题 7.3. 若 ω =
∑

i1<···<ik ωi1,...,ikdxi1,...,ik ,则 dω =
∑

j1<···<jk+1

∑k+1
ℓ=1 (−1)ℓ−1

∂ω...,jℓ−1,jℓ+1,...

∂xjℓ
dxj1,...,jk+1 .

注 7.4. 设 F = (Fx, Fy, Fz) 是 R3 上的光滑切向量场, 则其旋度 ∇ × F = det


∂x Fx

∂
∂x

∂y Fy
∂
∂y

∂z Fz
∂
∂z

 与
d(F ♭) = d(Fxdx+ Fydy + Fzdz) ∈ Ω2(R3) = span(dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy) 系数相同.

注 7.5. 设 G = (Gx, Gy, Gz) 是 R3 上的光滑切向量场, 则其散度 ∇ ·G = ∂Gx

∂x
+ ∂Gy

∂y
+ ∂Gz

∂z
恰好就是

d(Gxdy ∧ dz +Gydz ∧ dx+Gzdx ∧ dy) ∈ Ω3(R3) = span(dx ∧ dy ∧ dz) 的系数.

命题 7.6. 外微分满足以下性质:

• (线性) d(aω + bθ) = a dω + b dθ, ∀a, b ∈ R, ∀ω, θ ∈ Ωk(M)

• (斜 Leibniz 法则) d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)kω ∧ (dθ), ∀ω ∈ Ωk(M), θ ∈ Ωℓ(M)

• (Poincaré 引理) d ◦ d = 0, 即 d(dω) = 0 ∈ Ωk+2(M), ∀ω ∈ Ωk(M)

• (与 Lie 导数交换) Lξ(dω) = d(Lξω), ∀ω ∈ Ωk(M), ∀ξ ∈ Γ(TM)
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• (自然性) f∗(dω) = d(f∗(ω)), ∀ω ∈ Ωk(M), ∀f : N →M

习题 7.1. 通过坐标变换的计算, 验证外微分的定义与图卡的选择无关.

证明. 任取 k-形式 ω, 记 ωxi1,...,ik = ω( ∂
∂xi1

, . . . , ∂
∂xik

) 和 ωyj1,...,jk = ω( ∂
∂yj1

, . . . , ∂
∂yjk

), 其中 x 和 y 是任

意坐标映射, 则 ωyj1,...,jk = ∂xi1

∂yj1
· · · ∂xik

∂yjk
ωxi1,...,ik . 令 ∂x

i\ℓ

∂y
j\ℓ = ∂xi1

∂yj1
· · · ∂x

iℓ−1

∂yjℓ−1

∂xiℓ+1

∂yjℓ+1
· · · ∂xik

∂yjk
, 我们有

∑
j1<···<jk

(dωyj1,...,jk) ∧ dyj1,...,jk =
1

k!
(dωyj1,...,jk) ∧ dyj1,...,jk

=
1

k!

(
∂xi1

∂yj1
· · · ∂x

ik

∂yjk
dωxi1,...,ik + ωxi1,...,ik

∑
ℓ

∂xi\ℓ

∂yj\ℓ
d
(∂xiℓ
∂yjℓ

))
∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk

=
1

k!
(dωxi1,...,ik) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik +

1

k!
ωxi1,...,ik

∑
ℓ

∂xi\ℓ

∂yj\ℓ

( ∂

∂yλ
∂xiℓ

∂yjℓ

)
dyλ ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk

=
1

k!
(dωxi1,...,ik) ∧ dxi1,...,ik +

1

k!
ωxi1,...,ik

∑
ℓ

∂xi\ℓ

∂yj\ℓ
∂2xiℓ

∂yλ∂yµ
dyλ ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjℓ−1 ∧ dyµ ∧ dyjℓ+1 · · · ∧ dyjk︸ ︷︷ ︸

=0

=
∑

i1<···<ik
(dωxi1,...,ik) ∧ dxi1,...,ik ,

其中用到了 ∂2xiℓ

∂yλ∂yµ
= ∂2xiℓ

∂yµ∂yλ
和 dyλ ∧ · · · ∧ dyµ ∧ · · · = −dyµ ∧ · · · ∧ dyλ ∧ · · · . ■

习题 7.2. 验证外微分运算满足斜 Leibniz 法则 d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)degαα ∧ (dβ), 其中 degα
是微分形式 α 的阶数.

证明. 设 α = 1
k!
αi1,...,ikdxi1,...,ik 和 β = 1

ℓ!
βj1,...,jℓdxj1,...,jℓ ,则 α∧β = 1

k!ℓ!
αi1,...,ikβj1,...,jℓ dxi1,...,ik,j1,...,jℓ .

于是 d(α ∧ β) = 1
k!ℓ!

(
∂αi1,...,ik

∂xλ βj1,...,jℓ + αi1,...,ik
∂βj1,...,jℓ

∂xλ ) dxλ,i1,...,ik,j1,...,jℓ = (dα) ∧ β + (−1)kα ∧ (dβ),
其中用到 dxi1,...,ik,λ,j1,...,jℓ = (−1)kdxλ,i1,...,ik,j1,...,jℓ . ■

习题 7.3. 在一般的 Riemann 流形 (M, g) 上, 我们知道可以把全微分 df ∈ Ω1(M) 升指标得到梯度
grad f ∈ Γ(TM). 推广7.5, 给出散度算符 div : Γ(TM)→ Ω0(M) 的定义.

解. 设 M 可定向, 取体积形式 V = |g| 12 dx1,··· ,n, 其中 |g| = det(g( ∂
∂xi ,

∂
∂xj )). 对 ξ = ξi ∂

∂xi ∈ Γ(TM),
考察 ιξV = ⊂1

1 (ξ ⊗ V ) = V (ξ, · · · ) =
∑n

i=1(−1)i−1ξi|g|
1
2 dx1,··· ,i−1,i+1,··· ,n, 作用一次外微分可得

d(ιξV ) = ∂
∂xi (ξ

i|g| 12 ) dx1,··· ,n = |g|− 1
2
∂
∂xi (ξ

i|g| 12 )V . 由此, 置 div ξ = |g|− 1
2
∂
∂xi (ξ

i|g| 12 ). ////

注. div = ?d?[,其中 ?是 Hodge星算子,参看 https://handwiki.org/wiki/Hodge_star_operator

命题 7.7 (Cartan 公式). 设 ω 是 k-形式, ξ1, . . . , ξk+1 是切向量场, 则

〈dω, ξ1, . . . , ξk+1〉 =
k+1∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1∂ξℓ〈ω, ξ1, . . . , ξℓ−1, ξℓ+1, . . . , ξk+1〉

+
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+j〈ω, [ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξj−1, ξj+1, . . . , ξk+1〉

注 7.8. 对于 1-形式 α 以及切向量场 ξ 和 η, 有 〈dα, ξ, η〉 = ∂ξ〈α, η〉 − ∂η〈α, ξ〉 − 〈α, [ξ, η]〉.

定理 7.9 (活动标架引理). 设 (ξ1, . . . , ξn) 是标架场, (ω1, . . . , ωn) 是对偶的余标架场, 即 〈ωi, ξj〉 = δij.
记 [ξi, ξj ] = Ckijξk, 其中 Ckij 称为结构系数, 则 dωk = −

∑
i<j C

k
ijω

i ∧ ωj.

推论 7.10. 任给局部定义的线性无关的光滑余切向量场 ω1, . . . , ωk, 存在图卡 (U, x) 使 ωi = dxi (∀i)
当且仅当 dωi = 0 (∀i).
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证明. 只需充分性. 取图卡 (V, y), 存在 ωk+1 = dyik+1 , . . . , ωn = dyin 使得 (ω1, . . . , ωn) 是余标架场.
令 (ξ1, . . . , ξn) 是对偶的标架场, 由活动标架引理可知, dωi = 0 (∀i) 蕴涵 [ξi, ξj ] = 0 (∀i, j). 引理3.3表
明, 存在图卡 (U, x) 使 ξi =

∂
∂xi (∀i), 于是 ωi = dxi (∀i).

定理 7.11 (Frobenius). 任给 n 维流形上局部定义的线性无关的光滑余切向量场 ωk+1, ωk+2, . . . , ωn,
存在 k 维浸入子流形 N 使 Pfaff 方程 ωℓ|TN = 0 (∀`) 成立当且仅当存在 (n − k)2 个光滑余切向量
场 θℓi 使得 dωℓ = θℓi ∧ ωi (∀`). (Prop. 19.8 in Lee’s Introduction to Smooth Manifolds)

注 7.12. 这里 N 称为 (ωk+1, ωk+2, . . . , ωn) 的完全积分子流形.

定义 7.13 (内乘). 设 ω 是 k-形式, ξ 是切向量场. 通过 〈ιξ(ω), η1, . . . , ηk−1〉 = 〈ω, ξ, η1, . . . , ηk−1〉 定
义 (k − 1)-形式 ιξ(ω), 称为 ω 受 ξ 的内乘. 约定 ιξ(f) = 0, 其中 f 是任意函数 (0-形式).

命题 7.14. 内乘 ιξ 是线性映射, 满足斜 Leibniz 法则 ιξ(α ∧ β) = ιξ(α) ∧ β + (−1)degαα ∧ ιξ(β).

定理 7.15 (Cartan 魔术公式). Lξ = ιξ ◦ d + d ◦ ιξ.

习题 7.4. 设 ω = ωidxi 是流形 M 上的 1-形式, 并且在 p ∈ M 附近处处非零. 用坐标分量按照
Frobenius 定理写出存在经过 p 的 (ω) 的积分子流形的充要条件.

解. 所求条件为存在 1-形式 θ = θidxi 使得 dω = θ ∧ ω. 计算可得 dω = ∂ωi

∂xj dxji 和 θ ∧ ω = θjωi dxji,
二者相等当且仅当 ∂ωi

∂xj − ∂ωj

∂xi = θjωi − θiωj (∀i, j). ////

习题 7.5. 证明 ι[ξ,η] = Lξ ◦ ιη − ιη ◦ Lξ, 其中 ξ 和 η 是光滑向量场.

证明. 任取 ω = ωi1,...,ik dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik . 记 ξ = ξi ∂
∂xi 和 η = ηi ∂

∂xi , 则 [ξ, η] = (ξi ∂η
j

∂xi − ηi ∂ξ
j

∂xi )
∂
∂xj ,

进而 ι[ξ,η](ω) = (ξi ∂η
j

∂xi − ηi ∂ξ
j

∂xi )ωj,i2,...,ik dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxik . 对于 ιη(ω) = ηjωj,i2,...,ik dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxik ,
有 Lξ(ιη(ω)) = (ξi

∂(ηjωj,i2,...,ik
)

∂xi +
∑

ℓ>1 η
jωj,i2,...,iℓ−1,λ,iℓ+1,...,ik

∂ξλ

∂xiℓ
) dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxik . 另一方面, 对于

Lξ(ω) = (ξi
∂ωi1,...,ik

∂xi +
∑

ℓ≥1 ωi1,...,iℓ−1,λ,iℓ+1,...,ik
∂ξλ

∂xiℓ
) dxi1 ⊗ · · ·⊗ dxik , 有 ιη(Lξ(ω)) = (ξiηj

∂ωj,i2,...,ik

∂xi +

ηjωλ,i2,...,ik
∂ξλ

∂xj +
∑

ℓ>1 η
jωj,i2,...,iℓ−1,λ,iℓ+1,...,ik

∂ξλ

∂xiℓ
) dxi2⊗· · ·⊗dxik . 故 Lξ(ιη(ω))−ιη(Lξ(ω)) = ι[ξ,η](ω).

注意 ω 可以推广为一般的协变张量场, 并不需要交错. ■

8 Lie 群和 Lie 代数 (2021 年 4 月 14 日)

定义 8.1 (Lie 群). 设 G 是光滑流形, 配备光滑的乘法和求逆运算构成群, 此时 G 称为 Lie 群.

注 8.2. 如果 Lie 群 G 的成员都是可逆矩阵, 则 G 称为古典 Lie 群.
常见的例子有: 一般线性群 GLn(R), 特殊线性群 SLn(R), 正交群 On, 特殊正交群 SOn, 以及

Heisenberg 群 H3 = {对角元都为 1 的 3 阶上三角方阵}. A 回顾习题1.3.

定义 8.3 (平移和共轭). 设 G 是 Lie 群, 任取 g ∈ G. 定义 `g : x ∈ G 7→ gx ∈ G, 称为左乘变换. 定义
rg : x ∈ G 7→ xg ∈ G, 称为右乘变换. 定义 ig : x ∈ G 7→ gxg−1 ∈ G, 称为共轭变换, 又称为内自同构.

定义 8.4 (Lie 群同态/同构). 设 Lie 群之间的光滑映射 f : G→ H 是群同态/同构, 则称 f 是 Lie 群
同态/同构. 根据反函数定理, Lie 群同构必为光滑同胚.

命题 8.5. Lie 群同态的秩为常数. 单的 Lie 群同态必为浸入. 满的 Lie 群同态必为淹没.

定义 8.6 (子 Lie 群). 设 G 和 H 均为 Lie 群. 若 f : G → H (默认为含入映射) 是 Lie 群单同态, 则
称 f(G) 是 H 的子 Lie 群. 进一步地, 若 f 是嵌入, 则称 f(G) 是 H 的正则子 Lie 群.
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定义 8.7 (左不变张量场). 设 T 是 Lie 群 G 上的协变张量场, 若 (`g)
∗(T |gx) = T |x (∀g, x ∈ G), 则称

T 是左不变协变张量场. 设 T 是 Lie 群 G 上的反变张量场, 若 (`g)∗(T |x) = T |gx (∀g, x ∈ G), 则称 T

是左不变反变张量场.

定义 8.8 (Killing 度量). Lie 群上的左不变 Riemann 度量称为 Killing 度量.

命题 8.9. 设 G 是 Lie 群, 则幺元处的切空间 T1G 上的任意内积唯一决定了 G 上的 Killing 度量.

定义 8.10 (Lie 括号和 Lie 代数). 设线性空间上的二元运算 [•, •] 满足双线性、交错、Jacobi 恒等式,
则 [•, •] 称为 Lie 括号. 配备 Lie 括号的线性空间称为 Lie 代数.

注 8.11. Lie 群的左不变向量场构成 Lie 代数, 其中 Lie 括号取为 Poisson 括号. 注意左不变向量场的
Lie 括号仍是左不变向量场, 这由 Lie 导数的自然性保证.

定义 8.12 (Lie 群的 Lie 代数). 设 G 是 Lie 群. 左不变切向量场 ξ ∈ Γ(TG) 与切向量 ξ|1 ∈ T1G 互相
唯一决定, 从而给出 T1G 上的 Lie 括号. 所得 (T1G, [•, •]) 称为 G 的 Lie 代数, 记为 g = Lie(G).

习题 8.1. 设 G 是 n 维 Lie 群, (U, x) 是覆盖幺元 1 的图卡, 其中乘法和求逆的坐标表示分别为
x(gh) = (µ1(x(g), x(h)), . . . , µn(x(g), x(h))) 和 x(g−1) = (ρ1(x(g)), . . . , ρn(x(g))), 并且 x(1) = 0n.

(a) 写出由 ∂
∂xi |1 决定的左不变切向量场 ξi 的局部坐标表达式.

(b) 求标架场 (ξ1, . . . , ξn) 的所有结构常数 ckij, 适合 [ξi, ξj ] = ckijξk.

解. (a) 左乘变换 `g 的坐标表示为 x ◦ `g ◦ x−1(y) = (µ1(x(g), y), . . . , µn(x(g), y)), 相应的切映射
(`g)∗ : T1G→ TgG 的坐标表示为 (∂µ

i

∂yj
|(x(g),0n)), 于是 ξj |g = (`g)∗(

∂
∂xj |1) = ∂µi

∂yj
|(x(g),0n) ∂

∂xi |g.
(b) 我们有 [ξi, ξj ] = (∂µ

β

∂yi
∂2µα

∂xβ∂yj
− ∂µβ

∂yj
∂2µα

∂xβ∂yi
) ∂
∂xα , 其中 y = x(1) = 0n. 注意到 `1 = IdG 蕴涵

(`1)∗ = IdT1G, 则由 [ξi, ξj ]|1 = [ ∂
∂xi |1, ∂

∂xj |1] = ckij
∂
∂xk |1 可得 ckij =

∂2µk

∂xi∂yj
|(0n,0n) −

∂2µk

∂xj∂yi
|(0n,0n). ////

习题 8.2. 我们知道每个 n 维复流形 M 都可看作 2n 维实流形, 因为每个复坐标系 (z1, . . . , zn) 都可
看作实坐标系 (Re z1, Im z1, . . . ,Re zn, Im zn). 两个复坐标系 (U, z) 和 (V,w) 光滑相容当且仅当坐标
变换都是复解析的; 记 Re zi = xi, Im zi = yi, Rewj = uj, Imwj = vj, 则坐标变换 (U, z) ⇝ (V,w)

复解析的条件即 Cauchy–Riemann 方程: ∂uj

∂xi = ∂vj

∂yi
, ∂vj

∂xi = −∂uj

∂yi
. 复流形之间的复解析映射是指复坐

标表示都复解析的映射; 对映射的复坐标表示 h(z), 记 Rehj(z) = f j(z) 和 Imhj(z) = gj(z), 则映射
h 复解析的条件即 Cauchy–Riemann 方程: ∂fj

∂xi = ∂gj

∂yi
, ∂gj

∂xi = −∂fj

∂yi
. 下面我们试着用一种比较 “几何”

的方式理解复切向量.
(a) 设 ζ 是从 0 ∈ C 的开邻域 U 到复流形 M 的复解析映射, 且 ζ(0) = p, 则切映射 ζ∗ : T0C→

TpM 称为 p 处的一个复切向量, 记为 ∂
∂ζ
|0, 并称 ζ 是它的一个几何实现. 特别地, 设 M 上有复坐标

系 (V,w) 覆盖 p, 则对 ∀λ1, . . . , λn ∈ C, 可以定义一个 p 处的复切向量 λj ∂
∂wj , 使其有一个几何实现

在 (V,w) 下复坐标表示为 z 7→ (wj(p)+λjz)1≤j≤n. 记 ζ 在 (V,w) 下复坐标表示为 z 7→ (ζj(z))1≤j≤n,
并且 Re ζj(z) = ξj(x, y), Im ζj(z) = ηj(x, y), 其中 Re z = x, Im z = y. 证明存在唯一的一组复系数
∂ζj

∂z
|0 使得 ∂

∂ζ
|0 = ∂ζj

∂z
|0 ∂
∂wj , 并用 ξj 和 ηj 的一阶偏导数写出 ∂ζj

∂z
|0 的具体表达式.

(b) 复数域 C 作为复流形有标准复坐标系 (C, ε), 其中 ε = IdC, 于是可以把 C 中的复切向量
λ ∂
∂ε
|0 等同于复数 λ. 任取 p ∈ M 处的复切向量 X 及其几何实现 ζ, 任取 p 的开邻域 V 和复解

析函数 h : V → C, 则可以得到 h(p) ∈ C 处的一个复切向量 ∂
∂(h◦ζ) |0, 其等同的复数称为 h 对 X

的复方向导数, 记为 X(h) = ∂h
∂ζ
|0. 对 h 的复坐标表示 h(w), 记 Reh(w) = f(u1, v1, . . . , un, vn) 和

Imh(w) = g(u1, v1, . . . , un, vn), 用 f 和 g 的一阶偏导数写出 h 对 ∂
∂wi 的复方向导数 ∂h

∂wi 的具体表达
式. 证明如果 X = λj ∂

∂wj , 则有 X(h) = λj ∂h
∂wj , 这与 X 的几何实现的选择无关.
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(c) 设 M 和 N 都是复流形, 映射 F : M → N 复解析. 任取 p ∈ M 处的复切向量 X 及其几何
实现 ζ, 可以得到 F (p) ∈ N 处的复切向量 F∗(X) = ∂

∂(F◦ζ) |0, 由此定义的映射 F∗ : TpM → TF (p)N 称
为 p 处的切映射. 任取覆盖 p 的 M 图卡 (U, z) 和覆盖 F (p) 的 N 图卡 (V,w), 证明如果 F 的坐标
表示为 (F 1(z), . . . , F k(z)), 则有 F∗(λ

i ∂
∂zi

) = λi ∂F
j

∂zi
∂
∂wj .

证明. (a) 由于 ζ : (x, y) 7→ (ξj(x, y), ηj(x, y))1≤j≤n 复解析, ζ∗ 有坐标表示 (∂ξ
j

∂x
, ∂η

j

∂x
)1≤j≤n. 特别地,

λj ∂
∂wj 的坐标表示为 (Reλj , Imλj)1≤j≤n. 综上, 可以唯一确定 ∂ζj

∂z
|0 = ∂ξj

∂x
|(0,0) +

√
−1∂η

j

∂x
|(0,0).

(b)类似 (a),我们有 ∂
∂(h◦ζ) |0的坐标表示 (∂(f◦ζ)

∂x
, ∂(g◦ζ)

∂x
),即得X(h) = ∂(f◦ζ)

∂x
|(0,0)+

√
−1∂(g◦ζ)

∂x
|(0,0),

其中 ∂(f◦ζ)
∂x
|(0,0) = ∂f

∂uj |p ∂ξ
j

∂x
|(0,0) + ∂f

∂vj
|p ∂η

j

∂x
|(0,0) 且 ∂(g◦ζ)

∂x
|(0,0) = ∂g

∂uj |p ∂ξ
j

∂x
|(0,0) + ∂g

∂vj
|p ∂η

j

∂x
|(0,0). 特别地,

∂h
∂wi = ∂f

∂ui |p +
√
−1 ∂g

∂ui |p. 若 X = λj ∂
∂wj , 则 ∂ξj

∂x
|(0,0) = Reλj 且 ∂ηj

∂x
|(0,0) = Imλj , 代入验证即可.

(c) 原命题等价于 F∗(Reλi ∂
∂xi + Imλi ∂

∂yi
) = Re(λi ∂F j

∂zi
) ∂
∂uj + Im(λi ∂F

j

∂zi
) ∂
∂vj

, 所以只需注意到
F∗(

∂
∂xi ) =

∂ ReF j

∂xi
∂
∂uj + ∂ ImF j

∂xi
∂
∂vj

, F∗( ∂
∂yi

) = ∂ ReF j

∂yi
∂
∂uj + ∂ ImF j

∂yi
∂
∂vj

= −∂ ImF j

∂xi
∂
∂uj + ∂ ReF j

∂xi
∂
∂vj

, 以及
λi ∂F

j

∂zi
= (Reλi ∂ ReF j

∂xi − Imλi ∂ ImF j

∂xi ) +
√
−1(Reλi ∂ ImF j

∂xi + Imλi ∂ ReF j

∂xi ). ■

9 矩阵的 Lie 代数 (2021 年 4 月 21 日)

定义 9.1 (Lie 代数同态/同构). 设 g 和 h 是 Lie 代数, ψ : g → h 是线性映射. 若对 ∀ξ, η ∈ g 成立
ψ[ξ, η] = [ψξ, ψη], 则称 ψ 是 Lie 代数同态. 可逆的 Lie 代数同态称为 Lie 代数同构.

命题 9.2. Lie 群同态的切映射是 Lie 代数同态.

推论 9.3. 设 G 是 H 的子 Lie 群, 则 g = Lie(G) 是 h = Lie(H) 的子 Lie 代数.

定义 9.4 (Lie 群表示). 设 V 是线性空间, 则 Lie 群同态 ρ : G→ GL(V ) 称为 Lie 群 G 的表示, 其中
GL(V ) = Aut(V ) = {V的线性自同构} 是一般线性群. 若 ρ 是单射, 则称 ρ 是忠实的.

定义 9.5 (Lie 代数表示). 设 V 是线性空间, 则 Lie 代数同态 ψ : g → gl(V ) 称为 Lie 代数 g 的表示,
其中 gl(V ) = Lie(GL(V )) = End(V ) = {V的线性自同态}. 若 ψ 是单射, 则称 ψ 是忠实的.

定理 9.6 (Ado). 仿紧的 Lie 群必定有到某个 GLn(R) 的子 Lie 群的同态, 在每点附近都是局部同胚.
有限维的 Lie 代数必定同构于某个 gln(R) = Lie(GLn(R)) 的子 Lie 代数.

命题 9.7. 一般线性群 GLn(R) 的 Lie 代数为 gln(R) =Mn×n(R), 配备 Lie 括号 [A,B] = AB −BA.

证明. 注意到 aij
∂
∂xi

j
|In , bij ∂

∂xi
j
|In ∈ gln(R) 分别决定了左不变向量场 xika

k
j
∂
∂xi

j
, xikb

k
j
∂
∂xi

j
∈ Γ(TGLn(R)),

它们的 Lie 括号 (xλνa
ν
µ
∂xi

k

∂xλ
µ
bkj − xλνbνµ

∂xi
k

∂xλ
µ
akj )

∂
∂xi

j
= (xiνa

ν
kb
k
j − xiνbνkakj ) ∂

∂xi
j
仍是左不变向量场, 在幺元 In

处实现为 (aikb
k
j − bikakj ) ∂

∂xi
j
|In . 综上, [aij ∂

∂xi
j
|In , bij ∂

∂xi
j
|In ] = (aikb

k
j − bikakj ) ∂

∂xi
j
|In .

注 9.8. SLn(R) = {A ∈ GLn(R) : det(A) = 1} 的 Lie 代数为 sln(R) = {A ∈ gln(R) : tr(A) = 0}.
On = {A ∈ GLn(R) : A⊤A = In} 的 Lie 代数为 on = {A ∈ gln(R) : A⊤ = −A}.
SOn = On ∩ SLn(R) 的 Lie 代数为 son = on.
辛群 Sp2n(R) = {A ∈ GL2n(R) : A⊤J2nA = J2n}
辛 Lie 代数 sp2n(R) = {A ∈ gl2n(R) : A⊤J2n = −J2nA}

其中 J2n =

(
0 In

−In 0

)
.

Heisenberg 群 H3 =



1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1


 的 Lie 代数为 h3 =



0 x1 x3

0 0 x2

0 0 0


.
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习题 9.1. 将 Z = (z1, . . . , zn)⊤ ∈ Cn 等同于 ZR = (Re z1, . . . ,Re zn, Im z1, . . . , Im zn)⊤ ∈ R2n, 则
A ∈ Cn×n ∼= R2n2

唯一对应于 AR ∈ R(2n)×(2n), 使得 ARZR = (AZ)R, ∀Z.

(a) 证明 AR =

(
ReA − ImA

ImA ReA

)
, 并且当 A 可逆时必有 AR 可逆.

(b)证明 G = {AR : A ∈ GLn(C)}构成 GL2n(R)的子 Lie群,其中 GLn(C) = {n×n可逆复矩阵}.
(c) 求 G 的 Lie 代数 g. 注意 g 作为 gl2n(R) 的子 Lie 代数, 其 Lie 括号是已知的, 所以只需写

出 ξ ∈ gl2n(R) 在 g 里的判定条件.

证明. (a)为看出 AR 表达式,只需 (ReA+
√
−1 ImA)(ReZ+

√
−1 ImZ) = (ReAReZ−ImA ImZ)+

√
−1(ImAReZ + ReA ImZ). 而 ker(A) = {Z ∈ Cn : AZ = 0} 和 ker(AR) = {ZR ∈ R2n : ARZR = 0}
之间存在一一对应, 所以 A 可逆当且仅当 AR 可逆.

(b) 易见 (AB)R = ARBR, 因而 ρ : A ∈ GLn(C) 7→ AR ∈ GL2n(R) 是 Lie 群单同态, 即知
G = ρ(GLn(C)) 是 GL2n(R) 的子 Lie 群.

(c) 利用 Lie 代数同构 ρ∗ : gln(C) = Cn×n → g ⊂ gl2n(R), 可得 g = {AR : A ∈ gln(C)}, 其中
gln(C) 是 GLn(C) 的 Lie 代数. ■

习题 9.2. 在 R4 上可以定义 Hamilton 四元数乘法, 即把 (x1, x2, x3, x4) 等同于 x1 + x2i + x3j + x4k,

并且规定一个双线性的乘法运算 ×, 适合

· × i · × j · × k
i× · −1 k −j
j× · −k −1 i
k× · j −i −1

(a) 证明单位球面 S3 ⊂ R4 按照上述乘法构成一个 Lie 群.
(b) 写出其 Lie 代数 s3 的一组基底及 Lie 括号的计算公式.

证明. (a) 在 R4 \ {04} 中, 乘法运算的坐标表示为 x× y = (µ1(x, y), µ2(x, y), µ3(x, y), µ4(x, y)), 其中
µ1(x, y) = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4, µ2(x, y) = x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,
µ3(x, y) = x1y3 + x3y1 + x4y2 − x2y4, µ4(x, y) = x1y4 + x4y1 + x2y3 − x3y2.

于是幺元为 1 = (1, 0, 0, 0), 求逆运算的坐标表示为 x−1 = (x1,−x2,−x3,−x4)/‖x‖2. 易见乘法和求逆
都光滑,限制到 S3 = {x ∈ R4\{04} : ‖x‖2 = 1}上仍然光滑且封闭,从而使 S3 成为 Lie群. 事实上,将

x ∈ R4 等同于

(
x1 +

√
−1x2 x3 +

√
−1x4

−x3 +
√
−1x4 x1 −

√
−1x2

)
, 则 S3 ∼= SU2 = {g ∈ GL2(C) : g†g = I2, det(g) = 1}.

(b) 我们有 s3 ∼= su2 = {η ∈ gl2(C) : η† = −η, tr(η) = 0}. 为了说明最后的等式, 注意到两端都
是 R 上的 3 维线性空间, 从而只需检验包含关系. 任取流线 g(t) = I2 + tη + o(t), 其中 η ∈ su2, 则有
0 = g(t)†g(t) − I2 = t(η + η†) + o(t) 和 1 = det(g(t)) = 1 + t tr(η) + o(t), 令 t → 0 即知 η† = −η 且

tr(η) = 0. 接下来, 不难找出一组 su2 的基: η1 =

(√
−1 0

0 −
√
−1

)
, η2 =

(
0 1

−1 0

)
, η3 =

(
0

√
−1

√
−1 0

)
.

由于 Lie 括号是双线性运算, 结构常数足以给出全部信息; 换言之, [ηi, ηj ] = ckijηk 中的 ckij 即为所求.
经计算, 非零的结构常数为 c312 = c123 = c231 = 2 和 c321 = c213 = c132 = −2. ■

习题 9.3. 考虑 Heisenberg 群 H3 = {对角元都为 1 的 3× 3 上三角实矩阵} =


1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1

.

(a) 写出其 Lie 代数 h3 的一组基底及相应的结构常数.
(b) 如果有的话, 具体写出一个 h3 和 s3 的 Lie 代数同构, 否则证明二者作为 Lie 代数不同构.

解. (a) 利用习题8.1. 对于 H3, 有 µ1(x, y) = x1 + y1, µ2(x, y) = x2 + y2, µ3(x, y) = x1y2 + x3 + y3. 取
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h3 的基底 { ∂
∂xi |I3}1≤i≤3, 则相应的左不变向量场为 ξ1 = ∂

∂x1 , ξ2 = ∂
∂x2 + x1 ∂

∂x3 , ξ3 = ∂
∂x3 , 而结构常数

除了 c312 = −c321 = 1 之外都是 0.
(b) 断言 h3 6∼= s3. 对于 Lie 代数 g, 定义 [g, g] = span({[ξ, η] : ξ, η ∈ g}), 称为 g 的导代数. 我们

有 [s3, s3] = s3, 而 [h3, h3] = span(ξ3) 6= h3. ////

10 伴随表示 (2021 年 4 月 28 日)

定义 10.1 (指数映射). 设 ξ 是 Lie群 G上的左不变向量场,决定的单参数变换群为 {ϕξt : G→ G}t∈R.
称 exp : ξ|1 ∈ g = Lie(G) 7→ ϕξ1(1) ∈ G为 G的指数映射. 注意流线 γx(t) = ϕξt (x)满足 γ′x(t) = ξ|γx(t).

命题 10.2. 流线 γ1(t) = ϕξt (1) 满足 γ1(s+ t) = γ1(s)γ1(t), 从而 exp((s+ t)ξ|1) = exp(sξ|1) exp(tξ|1).

命题 10.3. 指数映射 exp 光滑, 在 0 ∈ g 附近是局部同胚.

命题 10.4. 若 A ∈ gln, 则 exp(A) = eA =
∑∞

k=0
1
k!
Ak.

证明. 设 ξ|In = A, 则 ξ|X = (`X)∗(ξ|In) = XA, 于是流线 X(t) = ϕξt (In) 满足 X ′(t) = X(t)A.

命题 10.5. Lie 群 G 上的左不变向量场 ξ 决定的单参数变换群为 ϕξt = rexp(tξ|1) : x 7→ x exp(tξ|1).

证明. 易见 exp(tξ|1) = ϕtξ1 (1) = ϕξt (1) = γ1(t). 任取 x ∈ G, 令 γ(t) = x exp(tξ|1) = xγ1(t), 则
γ(0) = x 且 γ′(t) = (`x)∗(γ

′
1(t)) = (`x)∗(ξ|γ1(t)) = ξ|γ(t), 即得 γ(t) = ϕξt (x).

命题 10.6. 设 G 是 Lie 群, ξ 是 ξ|1 ∈ g 决定的左不变向量场. 任取 h ∈ G, 则 (rh−1)∗(ξ) ∈ Γ(TG) 恰
为 (ih)∗(ξ|1) ∈ g 决定的左不变向量场, 其中 rh−1 : x ∈ G 7→ xh−1 ∈ G, 且 ih : x ∈ G 7→ hxh−1 ∈ G.

证明. 任取 g ∈ G, 有 (rh−1)∗(ξ)|g = (rh−1)∗(ξ|gh) = (rh−1)∗((`gh)∗(ξ|1)) = (`g)∗((ih)∗(ξ|1)).

定义 10.7 (伴随表示). 设 G 为 Lie 群, 其 Lie 代数为 g. 内自同构 ig : x ∈ G 7→ gxg−1 ∈ G 在幺元 1
处的切映射记为 Adg = (ig)∗ : g→ g, 则 Ad : g ∈ G 7→ Adg ∈ GL(g) 是 Lie 群同态, 称为 Lie 群 G 的
伴随表示. 易见 Ad1 = Idg, 称 ad = Ad∗ : g→ gl(g) 为 Lie 代数 g 的伴随表示.

命题 10.8. adX Y = [X,Y ], 其中 adX = ad(X), ∀X,Y ∈ g = Lie(G).

证明. 设 ξ 和 η 是 G 上的左不变向量场, ξ 决定单参数变换群 {ϕξt : G→ G}t∈R. 根据命题10.5, 可得
ϕξ−t = r−1exp(tξ|1) = rexp(tξ|1)−1 , 进而命题10.6给出 (ϕξ−t)∗(η)|1 = Adexp(tξ|1)(η|1). 由 Lie 导数的几何解释,
则有 ad(ξ|1)(η|1) = ∂

∂t
|t=0 Adexp(tξ|1)(η|1) = ∂

∂t
|t=0(ϕ

ξ
−t)∗(η)|1 = Lξ(η)|1 = [ξ, η]|1 = [ξ|1, η|1].

命题 10.9 (自然性). 若 f 是 Lie 群同态, 则 f ◦ exp = exp ◦f∗. 特别地, Adexp(X) = exp(adX), X ∈ g.

定义 10.10 (结构常数张量). 设 g 是 Lie 代数, 张量 C : g∗⊗ g⊗ g→ R 适合 C(ω, ξ, η) = ω([ξ, η]), 则
C 称为结构常数张量.

命题 10.11. 一族实数 {Ckij} 对某个 Lie 代数的基 {ξi} 满足 [ξi, ξj ] = Ckijξk (∀i, j), 当且仅当
1. (反对称) Ckji = −Ckij (∀i, j, k);
2. (Jacobi 恒等式) CmiℓCℓjk + CmkℓC

ℓ
ij + CmjℓC

ℓ
ki = 0 (∀i, j, k,m).

定义 10.12 (Lie 代数的伴随表示). 称 ad : X ∈ g 7→ adX = [X, •] ∈ gl(g) 为 Lie 代数 g 的伴随表示.

注 10.13. Jacobi 恒等式相当于 ad[X,Y ] = adX ◦ adY − adY ◦ adX (∀X,Y ∈ g).
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定义 10.14 (结构形式张量). 设 g是 Lie代数, C 是其结构常数张量. 定义双线性映射 Θ : g∗⊗g→ g∗

适合 Θ(ω, η) = C(ω, •, η), 则 Θ 称为结构形式张量.

定义 10.15 (结构形式). 取定 Lie 代数 g 的一组基 {ξi}, 将其结构常数记为 {Ckij}. 定义线性函数
θkj : g→ R 使得 θkj (ξi) = Ckij , 则 θ = (θkj ) 是 ad : g→ g⊗ g∗ 对基底 {ξi} 的矩阵, 称为结构形式矩阵.

注 10.16. 若 ξ = ξia
i 且 η = ξib

i, 则 adξ η = ai[ξi, ξj ]b
j = aiθkj (ξi)ξkb

j = ξkθ
k
j (ξ)b

j .

定义 10.17 (Killing 形式). 称 Lie 代数 g 上的二元函数 κ(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ) 为 Killing 形式.

命题 10.18. 取 Lie代数的一组基 {ξi},结构常数为 {Ckij},则 Killing形式为 κ(aiξi, b
jξj) = aibjCµiλC

λ
jµ.

命题 10.19. 在 gln 上, Killing 形式为 κ(A,B) = 2n tr(AB)− 2 tr(A) tr(B).

证明. 令 Eλµ = (δiλδ
j
µ)

1≤i,j≤n, 则 [Eij , Ekℓ] = (δλi δjkδ
µ
ℓ − δλkδℓiδ

µ
j )Eλµ, 即 Cλµij,kℓ = δλi δjkδ

µ
ℓ − δλkδℓiδ

µ
j 为

结构常数. 对于 A = aijEij 和 B = bkℓEkℓ, 有 κ(A,B) = aijbkℓCστij,λµC
λµ
kℓ,στ .

习题 10.1. 写出 Lie 群的指数映射的坐标表示, 据此验证其光滑性.

解. 我们沿用习题8.1的设定. 任取左不变向量场 ξ = ξi ∂
∂xi , 将其决定的单参数变换群记为 {ϕξt}, 则有

从幺元出发的流线 γ1(t) = ϕξt (1). 我们有 〈dxi, γ′1(t)〉 = 〈dxi, ξ|γ1(t)〉 = ξi(γ1(t)) = ξj(1)∂µi

∂yj
|(x(γ1(t)),0n),

从而 γ̃ξ = x ◦ γ1 满足 dγ̃ξ

dt =
(
ξj(1)νij(γ̃ξ(t))

)1≤i≤n, 其中 νij(x) = ∂µi

∂yj
|(x,0n) 是光滑函数. 通过初值

γ̃ξ(0) = x(1) = 0n 可以唯一得到微分方程的解 γ̃ξ : R → Rn, 它光滑依赖于 (ξj(1))1≤j≤n. 指数映射
exp(ξ|1) = γ1(1) 的坐标表示为 (ξi(1))1≤i≤n 7→ γ̃ξ(1), 这是光滑的. ////

习题 10.2. 证明 exp : gln(R)→ GLn(R) 的像集 exp(gln(R)) 并不包含 GL+
n (R) = {A : det(A) > 0}.

证明. 任取 X ∈ gln(R), 我们有 eX = (eX/2)2, 因此 exp(gln(R)) ⊂ {B2 : B ∈ GLn(R)}; 其实这里可以
加强为相等. 为了说明 exp 不能映满 GL+

n (R), 只需 diag(−1,−2, In−2) 无法表为实矩阵的平方; 事实
上, 实矩阵的复特征值必定共轭成对, 平方之后得到的 −1 应有偶数个. ■

习题 10.3. 计算下列 Lie 代数的结构形式和 Killing 形式 (用矩阵运算表示):
(a) sln(R); (b) son; (c) h3; (d) R3 配备向量叉积作为 Lie 括号.

解. 令 Eλµ = (δiλδ
j
µ)

1≤i,j≤n, 则 [Eij , Ekℓ] = Cλµij,kℓEλµ, 其中 Cλµij,kℓ = δλi δjkδ
µ
ℓ − δλkδℓiδ

µ
j .

(a)取定 E = {Eij}i ̸=j∪{Ek}k<n作为 sln(R)的一组基,其中 Ek = Ekk−Enn. 经计算,可得元素在

sln(R)∗ 中的 (n2 − 1) 阶的结构形式矩阵 θ =

(
θkℓij θkℓr

θsij θsr

)
, 适合 θ(Eλµ) =

(
Ckℓλµ,ij Ckℓλµ,rr − Ckℓλµ,nn
Cssλµ,ij 0

)

与 θ(Eν) =

(
Ckℓνν,ij − Ckℓnn,ij 0

0 0

)
. 若 X = xλµEλµ, 其中 xnn = −

∑
ν<n x

νν , 则 adX ∈ gl(sln(R)) 的

坐标表示为 θ(X) =
∑

λ ̸=µ x
λµθ(Eλµ) +

∑
ν<n x

ννθ(Eν) = xλµ

(
Ckℓλµ,ij Ckℓλµ,rr − Ckℓλµ,nn
Cssλµ,ij 0

)
. 进而对于

Y = yϱςEϱς ∈ sln(R), 有 adX ◦ adY 的坐标表示

θ(X)θ(Y ) = xλµyϱς

(∑
i ̸=j C

kℓ
λµ,ijC

ij
ϱς,pq +

∑
r<n(C

kℓ
λµ,rr − Ckℓλµ,nn)Crrϱς,pq ∗

∗
∑

i ̸=j C
ss
λµ,ij(C

ij
ϱς,uu − Cijϱς,nn)

)

= xλµyϱς

(
Ckℓλµ,ijC

ij
ϱς,pq − Ckℓλµ,nn

∑
r≤n C

rr
ϱς,pq ∗

∗ Cssλµ,ij(C
ij
ϱς,uu − Cijϱς,nn)

)
,
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由此即得 Killing 形式

κ(X,Y ) = tr(adX ◦ adY )

= xλµyϱς
{∑
k≠ℓ

Ckℓλµ,ijC
ij
ϱς,kℓ −

∑
k ̸=ℓ

Ckℓλµ,nn
∑
r≤n

Crrϱς,kℓ +
∑
s<n

Cssλµ,ij(C
ij
ϱς,ss − Cijϱς,nn)

}
= xλµyϱς

(
Ckℓλµ,ijC

ij
ϱς,kℓ − C

kℓ
λµ,nn

∑
r≤n

Crrϱς,kℓ︸ ︷︷ ︸
=0

−
∑

s≤n
Cssλµ,ij︸ ︷︷ ︸

=0

Cijϱς,nn

)
= xλµyϱςCkℓλµ,ijC

ij
ϱς,kℓ = xλµyϱς(δkλδµiδ

ℓ
j − δki δjλδℓµ)(δiϱδςkδ

j
ℓ − δ

i
kδℓϱδ

j
ς )

= xλµyϱς(δkλδµiδ
ℓ
jδ
i
ϱδςkδ

j
ℓ − δ

k
i δjλδ

ℓ
µδ
i
ϱδςkδ

j
ℓ − δ

k
λδµiδ

ℓ
jδ
i
kδℓϱδ

j
ς + δki δjλδ

ℓ
µδ
i
kδℓϱδ

j
ς )

= xλµyϱς(nδµϱδςλ − δµλδςϱ − δµλδςϱ + nδςλδµϱ)

= 2n tr(XY )− 2 tr(X) tr(Y ) = 2n tr(XY ).

事实上, sln 是 gln 的理想, 所以 sln 的 Killing 形式是 gln 的 Killing 形式的限制.
(b)取定 D = {Dij}i<j 作为 son 的一组基,其中 Dij = Eij−Eji. 计算可得元素在 so∗n 中的

(
n
2

)
阶

的结构形式矩阵 θ = (θkℓij ),适合 θkℓij (Dλµ) = Ckℓλµ,ij−Ckℓµλ,ij−Ckℓλµ,ji+Ckℓµλ,ji. 若X = xλµEλµ满足 xµλ =

−xλµ, 则 adX ∈ gl(son) 坐标表示为 θ(X) =
∑

λ<µ x
λµ(θkℓij (Dλµ))

k<ℓ
i<j = xλµ(Ckℓλµ,ij − Ckℓλµ,ji)k<ℓi<j . 对

Y = yϱςEϱς ∈ son有 adX ◦ adY 坐标表示 θ(X)θ(Y ) = xλµyϱς(
∑

i<j(C
kℓ
λµ,ij−Ckℓλµ,ji)(Cijϱς,rs−Cijϱς,sr))k<ℓr<s,

由 ∑
k<ℓ

∑
i<j

(Ckℓλµ,ij − Ckℓλµ,ji)(C
ij
ϱς,kℓ − C

ij
ϱς,ℓk)

=
∑

k<ℓ

∑
i<j

{
δkλ(δµiδ

ℓ
j − δµjδℓi )− (δki δjλ − δkj δiλ)δℓµ

}{
δiϱ(δςkδ

j
ℓ − δςℓδ

j
k)− (δikδℓϱ − δiℓδkϱ)δjς

}
=
∑

k<ℓ

∑
i<j

{
δkλδ

i
ϱ(δµiδςkδ

ℓ
j − δµiδςℓ

=0︷︸︸︷
δℓjδ

j
k − δµjδςk

=0︷︸︸︷
δℓi δ

j
ℓ + δµjδςℓ

=0︷︸︸︷
δℓi δ

j
k)

− δkλδjς (δµiδℓϱδikδℓj + δµjδkϱδ
ℓ
i )− δℓµδiϱ(δjλδςkδki δ

j
ℓ + δiλδςℓδ

j
k) + δℓµδ

j
ς δjλδℓϱδ

k
i

}
= δµϱδςλ(n−max{λ, %})− (δµλδςϱ + δµςδλϱ(ς − λ− 1))1{λ<ς}

− (δµλδςϱ + δϱλδςµ(µ− %− 1))1{µ>ϱ} + δςλδµϱ(min{ς, µ} − 1)

= δµϱδςλ(n− |µ− λ| − 1)− δλµδϱς1{λ ̸=ϱ} − 2δλϱδςµ(µ− λ− 1)1{µ>λ}

可得 Killing 形式 κ(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ) = xλµyϱς
∑

k<ℓ

∑
i<j(C

kℓ
λµ,ij − Ckℓλµ,ji)(C

ij
ϱς,kℓ − C

ij
ϱς,ℓk) =∑

λ,µ x
λµyµλ(n− |µ− λ| − 1)−

∑
λ ̸=ϱ

HHxλλZZy
ϱϱ − 2

∑
λ<µ x

λµyλµ(|µ− λ| − 1) = (n− 2) tr(XY ).
(c) 延续习题9.3, 可得元素在 (h3)∗ 中的 3 阶的结构形式矩阵 θ = (θkj ), 适合 θkj (ξi) = ckij . 若

X = xiξi, 则 adX ∈ gl(h3) 的坐标表示为 θ(X) =

 0 0 0

0 0 0

−x2 x1 0

. 进而对于 Y = yiξi ∈ h3, 有

adX ◦ adY 的坐标表示 θ(X)θ(Y ) = 0, 由此即得 Killing 形式 κ(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ) ≡ 0.
(d) 取定 {e1, e2, e3} 作为 R3 的一组基, 其中 ei = (δji )

1≤j≤3. 经计算, 可得元素在 (R3)∗ 中的
3 阶的结构形式矩阵 θ = (θkj ), 适合 θkj (ei) = ε(ijk). 若 X = xiei, 则 adX ∈ gl(R3) 的坐标表示为

θ(X) =

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

. 进而对 Y = yiei 有 adX ◦ adY 的坐标表示

θ(X)θ(Y ) =

−x2y2 − x3y3 ∗ ∗
∗ −x3y3 − x1y1 ∗
∗ ∗ −x1y1 − x2y2

 ,

由此即得 Killing 形式 κ(X,Y ) = tr(adX ◦ adY ) = −2(x1y1 + x2y2 + x3y3) = −2X⊤Y . ////
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11 Maurer–Cartan 形式 (2021 年 5 月 5 日)

定义 11.1 (向量值微分形式). 设 M 是流形, V 是向量空间. 称 Ωk(M ;V ) = Ωk(M)⊗ V 中的元素为
M 上取值于 V 的 k-形式. 任取 V 的一组基 {ei}, 可将 α ∈ Ωk(M ;V ) 唯一地表示为 α = αiei, 其中
αi ∈ Ωk(M) 称为 α 对 ei 的坐标. 可以验证下面的运算不依赖基底 {ei} 的选取.
外微分定义为 d : αiei ∈ Ωk(M ;V ) 7→ (dαi)ei ∈ Ωk+1(M ;V ).
对于 Lie 代数 g, 令 [• ∧ •] : (αiei, βjej) ∈ Ωk(M ; g)× Ωℓ(M ; g) 7→ (αi ∧ βj)[ei, ej ] ∈ Ωk+ℓ(M ; g).
由 f : N →M 诱导的拉回映射定义为 f∗ : αiei ∈ Ωk(M ;V ) 7→ f∗(αi)ei ∈ Ωk(N ;V ).

定义 11.2 (Maurer–Cartan 形式). 设 G 为 Lie 群, 其 Lie 代数为 g = T1G. 称 ω ∈ Ω1(G; g) 为 G 上
的 Maurer–Cartan 形式, 若对 ∀g ∈ G 有 ω|g = (`g−1)∗ : TgG→ T1G.

注 11.3. 有时 Lie 群上的左不变余切向量场 (1-形式) 也称为 Maurer–Cartan 形式.
左不变微分形式的外积和外微分得到左不变微分形式.

命题 11.4. 任取 g = T1G 的一组基 {ξi|1} 生成左不变标架场 {ξi}, 则相应的对偶余标架场 {ωi} 也是
左不变的, 并且 ωi ξi|1 ∈ Ω1(G; g) 恰为 Maurer–Cartan 形式.

证明. 任取 v = ajξj |g ∈ TgG, 有 〈ωi|g, v〉 = ai = 〈ωi|1, ajξj |1〉 = 〈ωi|1, (`g−1)∗(v)〉 = 〈(`g−1)∗(ωi|1), v〉,
即得 ωi|g = (`g−1)∗(ωi|1), 且 (ωi ξi|1)|g(v) = 〈ωi|g, v〉ξi|1 = aiξi|1 = (`g−1)∗(v).

推论 11.5. 取值于 g 的 Maurer–Cartan 形式 ω 左不变, 即满足 (`g)
∗(ω) = ω, ∀g ∈ G.

注 11.6. 考虑 G = GLn(R), 其中元素 X 的坐标表示为 (xij). 由 ∂
∂xi

j
|In = δλi δ

j
µ

∂
∂xλ

µ
|In 生成左不变切

向量场 Ej
i , 即 Ej

i |X = (`X)∗(
∂
∂xi

j
|In) = xλνδ

ν
i δ
j
µ

∂
∂xλ

µ
|X = xλi

∂
∂xλ

j
|X (∀X ∈ G). 将 X−1 表示为 (yij), 则

{Ej
i } 的对偶余标架场 {ωij} 满足 ωij(

∂
∂xλ

µ
) = ωij(δ

k
λ

∂
∂xk

µ
) = ωij(x

k
νy
ν
λ

∂
∂xk

µ
) = ωij(y

ν
λE

µ
ν ) = yνλδ

µ
j δ

i
ν = yiλδ

µ
j ,

从而 ωij = yiλδ
µ
j dxλµ = yiλ dxλj . 引入矩阵记号, 即得 (ωij) = X−1 dX.

定理 11.7 (Maurer–Cartan 方程). 取值于 g 的 Maurer–Cartan 形式 ω 满足 dω + 1
2
[ω ∧ ω] = 0.

证明. 将 {ξi} 的结构常数记为 {Ckij}, 则活动标架引理给出 dωk = −
∑

i<j C
k
ijω

i ∧ωj = − 1
2
Ckijω

i ∧ωj ,
于是 dω = (dωk)ξk|1 = − 1

2
Ckij(ω

i ∧ ωj)ξk|1 = − 1
2
(ωi ∧ ωj)[ξi|1, ξj |1] = − 1

2
[ω ∧ ω].

习题 11.1. 设 M 是光滑流形, V 是线性空间, 则 V -值 k-形式是 Ωk(M)⊗ V 中的元素.
(a) 定义 V -值 0-形式 f = f i ⊗ ξi 对光滑切向量场 X 的方向导数为 ∂X(f) = ∂X(f

i) ⊗ ξi. 证明
∂X(f) 不依赖 f 的表达式的选取. 注意 {ξi} 未必是 V 的基.

(b) 任取 V -值 k-形式 α = αi ⊗ ξi 和 k 个光滑切向量场 X1, . . . , Xk, 定义取值 〈α,X1, . . . , Xk〉 =
〈αi, X1, . . . , Xk〉 ⊗ ξi. 证明 〈α,X1, . . . , Xk〉 不依赖 α 的表达式的选取.

(c) 当 V = g 是 Lie 代数时, 对 g-值 k-形式 α = αi ⊗ ξi 和 g-值 `-形式 β = βj ⊗ ηj, 定义它们的
外积 Lie 括号为 [α ∧ β] = (αi ∧ βj)⊗ [ξi, ηj ]. 证明 [α ∧ β] 不依赖 α 和 β 的表达式的选取.

证明. 取定 V 的一组基 {ei}, 则存在 (aλi ) 和 (bµj ), 使得 ξi = aλi eλ 和 ηj = bµj eµ.
(a) 我们有 f iξi = aλi f

ieλ 和 ∂X(f
i)ξi = aλi ∂X(f

i)eλ = ∂X(a
λ
i f

i)eλ.
(b) 我们有 αiξi = aλi α

ieλ 和 〈αi, X1, . . . , Xk〉ξi = aλi 〈αi, X1, . . . , Xk〉eλ = 〈aλi αi, X1, . . . , Xk〉eλ.
(c) 我们有 αiξi = aλi α

ieλ 和 βjηj = bµj β
jeµ, 以及

(αi ∧ βj)[ξi, ηj ] = aλi b
µ
j (α

i ∧ βj)[eλ, eµ] =
(
(aλi α

i) ∧ (bµj β
j)
)
[eλ, eµ].

注意: 上述证明中, α 对 eλ 的坐标 aλi α
i 是唯一的. ■
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习题 11.2. 写出 SO3 的 Maurer–Cartan 方程, 以及 so3-值 Maurer–Cartan 形式的具体表达式.

解. 取定 so3 的一组基: ξ1 =

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

, ξ2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

, ξ3 =

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

, 其结构常数为

ckij = ε(ijk), 适合 [ξi, ξj ] = ckijξk. 用 {ξi} 生成左不变标架场 {Ei}, 即 Ei|A = Aξi (∀A ∈ SO3), 对偶的
余标架场记为 {ωi}, 适合 〈ωi|A, xjAξj〉 = 〈ωi|I3 , xjξj〉 = xjδij (∀A ∈ SO3). 此时 Maurer–Cartan 方程

为 dωk = − 1
2
ckijω

i ∧ ωj , 亦即


dω1 = −ω2 ∧ ω3

dω2 = ω1 ∧ ω3

dω3 = −ω1 ∧ ω2

, 而 Maurer–Cartan 形式为 ω = ωi ⊗ ξi. ////

习题 11.3. 设 g 是 Lie 群 G 的 Lie 代数, 则 g-值 Maurer–Cartan 形式 ω 可以把 G 上的任一切向量
推到 T1G 中. 对光滑曲线 γ : (a, b)→ G 和定义在 p0 = γ(t0) 附近的光滑切向量场 X, 定义

∇ ∂
∂γ |t0

X = (`γ(t0))∗

(
lim
t→t0

ω(X)|γ(t) − ω(X)|γ(t0)
t− t0

)
.

(a) 证明 ∇ ∂
∂γ |t0

X 由 X 和 ∂
∂γ
|t0 ∈ Tp0G 决定, 与 γ 的选择无关.

(b) 设 Z 是 G 上的左不变切向量场, 并且 Z|p0 = ξ ∈ Tp0G. 请问 Lie 导数 LZ(X)|p0 是否等于
∇ξX? 如果是, 证明之; 否则举出反例.

证明. (a) 注意到 d
dt |t0ω(X)|γ(t) = γ∗(

d
dt |t0)(ω(X)) = ∂

∂γ
|t0ω(X) 即可.

(b) 我们构造反例如下. 对于左不变切向量场 X, 有 ω(X)|γ(t) = (`γ(t)−1)∗(X|γ(t)) = X|1, 即得
∇ξX = 0, 而 LZ(X) = [Z,X] 可以非零. ■

12 微分形式的积分 (2021 年 5 月 12 日 +14 日)

注 12.1 (路线图). (1) 流形一个图卡上的积分 (← 欧氏空间 Rn 上的积分)

(2) 定向 n 维流形上紧支 n-形式的积分 (← 用单位分解来拼接各图卡)

(3) 广义积分是紧集上积分的极限 (→ 允许流形有 “不太复杂” 的边界)

(4) 定向 m 维浸入子流形上 m-形式的积分

定义 12.2 (支撑集). 张量场 T 的支撑集为 supp(T ) = {p : T |p 6= 0}. 若 supp(T ) 紧, 则称 T 有紧支.

注 12.3 (鼓包函数). 记 ψ(t) = e−1/t1{t>0}, 则 ϕ(x) = ψ(1 + ‖x‖2)ψ(1− ‖x‖2)/ψ(1)2 是 Rn 上的紧支
0-形式, 称为鼓包函数, 满足 supp(ϕ) = {x : ‖x‖ ≤ 1} 和 ϕ(Rn) = [0, 1].

定义 12.4 (定向). 设 M 是 n 维光滑流形, 在 p ∈M 处的定向指的是切空间 TpM 的基底的一个定向
相容等价类. 一个定向图册通过其中的图卡在每点都唯一指定一个定向. A 回顾定义6.25.

定义 12.5 (图卡上的积分). 设 M 是 n 维光滑流形, (U, x) 是 M 的一个图卡. 若 α ∈ Ωn(M) 有紧支
supp(α) ⊂ U , 记 α = f dx1,··· ,n, 则 α 的积分为

∫
M
α =

∫
U
α =

∫
Rn f ◦ x−1(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn.

命题 12.6. 若 (U, x) 和 (V, y) 是定向相容的图卡, 且 supp(α) ⊂ U ∩ V , 则
∫
U
α =

∫
V
α.

证明. 设 f dx1,··· ,n = g dy1,··· ,n, 则 f = g det( ∂y
i

∂xj ). 由变量替换公式,∫
Rn g dy1 · · · dyn =

∫
Rn g |det( ∂y

i

∂xj )| dx1 · · · dxn =
∫
Rn f dx1 · · · dxn.
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注 12.7. 若 (U, x) 和 (V, y) 是定向相反的图卡, 且 supp(α) ⊂ U ∩ V , 则
∫
U
α = −

∫
V
α.

定理 12.8 (单位分解). 设 M 是光滑流形. 任取 M 的开覆盖 U , 存在可数个光滑函数 %λ :M → [0, 1],
λ ∈ Λ, 使得

• 任一 supp(%λ) 都含于某个 U ∈ U , 且

•
∑

λ∈Λ %λ ≡ 1, 其中 ∀p ∈M 都有某个邻域 Vp 满足 #{λ ∈ Λ : supp(%λ) ∩ Vp 6= ∅} <∞

这样的 {%λ}λ∈Λ 称为一个从属于 U 的 (光滑) 单位分解. 对 ∀λ ∈ Λ 选定 Uλ ∈ U 使得 supp(%λ) ⊂ Uλ,
则 {

∑
λ:Uλ=U

%λ}U∈U 称为从属于 U 的 (广义) 单位分解.

证明. 对 ∀p ∈M 取邻域 Up 使得 Up 紧,然后由 Lindelöf引理得到 {Upi}∞i=1 覆盖 M . 记 G0 = ∅,归纳
定义 Gk =

⋃ik+1
i=1 Upi ,其中 ik = min{j : Gk−1 ⊂

⋃j
i=1 Upi},则 Gk =

⋃ik+1
i=1 Upi 紧. 令 Ak = Gk \Gk−1,

则 {Ak}∞k=1 是覆盖 M 的一族紧集. 对 ∀p ∈ Ak, 存在 U ∈ U 包含 p, 可取坐标函数 x 使得 x(p) = 0,
且 Wp = {q : ‖x(q)‖ < 2}满足 Wp = {q : ‖x(q)‖ ≤ 2} ⊂ U ∩Gk+1 \Gk−2. 令 Vp = {q : ‖x(q)‖ < 1/2},
则存在 {pkj}jkj=1 使得 Ak ⊂

⋃jk
j=1 Vpkj

. 构造光滑的截断函数 hkj : M → [0, 1], 适合 hkj |Vpkj
≡ 1 和

supp(hkj) ⊂Wpkj
, 则 {hkj/h} 即为所求, 其中 h =

∑
hkj .

定义 12.9 (流形上的积分). 设 M 是定向 n 维光滑流形, {ρλ}λ∈Λ 是从属于定向图册 {(U, x)} 的光滑
单位分解. 若 α ∈ Ωn(M) 有紧支, 则 α 的积分为

∫
M
α =

∑
λ∈Λ

∫
M
ρλα.

注 12.10. 在紧致的 supp(α) 上, 只有有限多个 ρλ 非零.

命题 12.11. 若 {(U, x)} 和 {(V, y)} 是定向相容的定向图册, {ρλ} 和 {σµ} 分别是从属于 {U} 和 {V }
的光滑单位分解, 则

∑
λ

∫
M
ρλα =

∑
µ

∫
M
σµα.

证明.
∑

µ

∫
M
σµα =

∑
µ

∫
M

∑
λ ρλσµα =

∑
λ,µ

∫
M
ρλσµα =

∑
λ

∫
M

∑
µ ρλσµα =

∑
λ

∫
M
ρλα.

定义 12.12 (广义积分). 设 M 是定向流形, ω 是 (dimM)-形式. 取一列开子集 Mk 覆盖 M , 使得
Mk 紧且 Mk ⊂ Mk+1. 可以构造截断函数 fk : M → [0, 1], 使得 fk|Mk

≡ 1 且 supp(fk) ⊂ Mk+1. 若
limk→∞

∫
M
fkω 存在 (允许是 ±∞),并且与Mk 或 fk 的选择无关,则称之为 ω 的广义积分,记为

∫
M
ω.

命题 12.13. 设 M 是连通的定向流形, ω0 是处处非零的 (dimM)-形式, 在某一组 {Mk} 和 {fk} 的
选择下 limk→∞

∫
M
fkω0 存在且有限. 若 ω = hω0, 其中 h 是有界函数, 则

∫
M
ω 有定义且有限.

推论 12.14. 若 U 是 M 的开子集, U 紧, 则
∫
U
ω|U 有定义.

定义 12.15 (Hausdorff零测集). 对于 A ⊂ Rn,其 Hausdorff外测度为Hs(A) = inf{
∑∞

i=1 diam(Ui)
s :

{Ui}∞i=1是 A 的开覆盖}, 其中 diam(U) = supx,y∈U‖x− y‖. 若 Hs(A) = 0, 则称 A 为 s 维 Hausdorff
零测集. 设 M 是流形, 若 M =

⋃∞
k=1Ak, 其中任一 Ak 都在某个图卡 (Uk, xk) 中, 且 xk(Ak) 是 s 维

零测集, 则称 M 是 s 维零测集.

命题 12.16 (可数可加性). 若 Uk 两两不交, M\
⋃∞
k=1 Uk 是 dimM 维零测集,则

∫
M
ω =

∑∞
k=1

∫
Uk
ω|Uk

.

习题 12.1. 设 M 是 (第二可数的) 光滑流形, N 是 M 的光滑嵌入子流形, 并且 N 是闭集. 任取光滑
函数 f : N → R, 证明存在光滑函数 f̃ :M → R, 使得 f̃ |N = f .

证明. 对 ∀p ∈ N , 可取 M 的图卡 (Up, xp), 使得 N ∩ Up = {q ∈ Up : xip(q) = 0 (∀i > dimN)}.
考虑 M 的开覆盖 {Up}p∈N ∪ {M \N}, 取一个从属于它的单位分解 {φλ}λ∈Λ, 其中

当 λ ∈ Λ0 时 supp(φλ) ⊂ Upλ 对某个 pλ ∈ N 成立, 当 λ ∈ Λ \ Λ0 时 supp(φλ) ⊂M \N .
令 fλ(q) = f ◦ x−1pλ (x

1
pλ
(q), . . . , xdimN

pλ
(q), 0dimM−dimN ), q ∈ Upλ , 则 f̃ =

∑
λ∈Λ0

φλfλ 即为所求. ■
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注. 闭子流形上的函数才有整体延拓. 作为反例, 定义于 (0,∞) 的 f(t) = 1/t 不能光滑延拓到 R 上.

习题 12.2. 将 Rn 中以 p 为球心以 ε 为半径的开实心球记为 Bn
ε (p). 集合 A ⊂ Rn 是 d 维 Hausdorff

零测的 (简称 d 零测), 当且仅当 inf{
∑∞

k=1 ε
d
k : A ⊂

⋃∞
k=1B

n
εk
(pk)} = 0. 证明:

(a) 对 ∀d > 0, 有理数集 Q 是 d 零测的.
(b) 若 f : Rn → Rm 光滑, d > n, 则 f(A) 是 d 零测的, A ⊂ Rn.

证明. (a) 表 Q = {q1, q2, . . . }. 对 ∀ε > 0, 我们有 Q ⊂
⋃∞
k=1B

1
ϵ/2k(qk), 而

∑∞
k=1(ε/2

k)d = εd/(2d − 1).
(b) 由于 Hausdorff 外测度是单调递增的和次可数可加的, 只需对 ∀R > 1 证明 f(BR) 是 d 零测

的, 其中 BR = Bn
R(0n). 任取 ε ∈ (0, 1), 令 L = maxp∈BR+1

‖grad f(p)‖, 则 f 在 BR+ϵ 上 L-Lipschitz
连续. 覆盖 BR 的 ε-球的最小个数不超过 (2R/ε)n, 这些球心的像作为球心可以得到覆盖 f(BR) 的
(Lε)-球. 我们有 (2R/ε)n(Lε)d = (2R)nLdεd−n → 0 (ε→ 0), 即证所欲. ■

13 Stokes 定理 (2021 年 5 月 14 日 +19 日)

定义 13.1 (子流形上的积分). 设 M 是定向 m 维光滑流形, N 是 n 维光滑流形, f : M → N 是光滑
浸入. 对于 ω ∈ Ωm(N), 称

∫
f(M)

ω =
∫
M
f∗(ω) 为 ω 在 f(M) 上的积分. 这推广了第二型积分.

定义 13.2 (第一型积分). 设 M 是定向 Riemann 流形, V 是体积形式 (见定义6.23), 则第一型积分形
如
∫
M
hV , 其中 h 是光滑函数.

注 13.3 (曲线积分). 设 γ : (a, b)→ Rn 是光滑嵌入, ~F = F i ∂
∂xi 是光滑向量场, 则 ~F 沿 γ 的第二型曲

线积分恰为 〈~F , ~T 〉 在 γ 上的第一型曲线积分, 即
∫
γ

∑n
i=1 F

i dxi =
∫ b
a
〈~F |γ(t), γ′(t)〉 dt =

∫
γ
〈~F , ~T 〉 ds,

其中 ~T |γ(t) = γ′(t)/‖γ′(t)‖, 弧长 ds 是通过 Rn 上的标准内积诱导的 γ 上的体积形式.

注 13.4 (曲面积分). 设 f : U ⊂ R2 → S = f(U) ⊂ R3 是光滑嵌入, ~F = (P,Q,R) 是光滑向量场, 则 ~F

对 S 的第二型曲面积分恰为 〈~F , ~n〉 在 S 上的第一型曲面积分, 即
∫∫
S
P dydz + Q dzdx + R dxdy =∫∫

U
〈~F |f(u,v), ∂∂u ×

∂
∂v
〉 dudv =

∫∫
S
〈~F , ~n〉 dσ, 其中 ~n|f(u,v) = (∂f

∂u
× ∂f

∂v
)/‖∂f

∂u
× ∂f

∂v
‖ 是单位法向量, 而 S

上的面积形式 dσ 通过 R3 上的标准内积诱导得到.

推论 13.5. 作为 Stokes 公式 (定理13.18) 的特例, 我们有:

1. (Kelvin–Stokes)
∫∫
S
〈∇ × ~F , ~n〉 dσ =

∫
∂S
〈~F , ~T 〉 ds

2. (Green)
∫∫
D
(∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

) dxdy =
∫
∂D
−Q dx+ P dy 或者

∫
∂D
P dx+Q dy =

∫∫
D
(∂Q
∂x
− ∂P

∂y
) dxdy

3. (Gauss–Ostrogradsky)
∫∫∫

Ω
(∇ · ~F ) dxdydz =

∫∫
∂Ω
〈~F , ~n〉 dσ

习题 13.1. 构造一个定义在 M = R3 \ S1 上的 1-形式 τ , 使得 supp(τ) 在 R3 里有界, 且对任意光滑
嵌入 γ : S1 → M , 积分

∫
γ
τ 可以表达 “曲线 γ 穿过圆盘 D2 的代数次数”, 其中从上往下算正次数,

从下往上算负次数. (环绕数)

解. 令 ω = −zdu+udz
u2+z2

∈ Ω1(M), 其中 u = x2 + y2 − 1. 当 u 6= 0 时, ω = d(arctan z
u
). 当 z 6= 0 时,

ω = −d(arctan u
z
). 记 ρ =

√
x2 + y2 + z2, 取截断函数 ψ : R3 → [0, 1], 使得 supp(ψ) ⊂ {ρ > 2}, 并

且当 ρ > 3 时 ψ ≡ 1. 令 h =


π
2
− arctan u

z
, z > 0, ρ > 2

arctan z
u
, |z| < 1, ρ > 2

−π
2
− arctan u

z
, z < 0, ρ > 2

, 则 h 在 supp(ψ) 上良好定义, 从而
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f = ψh ∈ Ω0(R3). 往证 τ = 1
2π
(ω−df)满足要求. 当 ρ > 3时 df = dh = ω,所以 supp(τ) ⊂ {ρ ≤ 3}.

对于闭曲线 γ, 积分的路径无关性表明
∫
γ

df = 0, 所以
∫
γ
τ = 1

2π

∫
γ
ω. ////

定义 13.6 (带边流形). 将定义1.5中的图卡 (U, x) 推广成 x(U) 取为 Rn+ = {(x1, . . . , xn) : xn ≥ 0} 中
的开集, 则定义1.6中的无边流形推广成带边流形.

定义 13.7 (边界和内部). 设 M 是带边流形. 若 p ∈ M 在某一图卡 (U, x) 中满足 xn(p) = 0, 则 p 称
为边界点, 否则称为内点. 称 ∂M = {M的边界点} 为 M 的边界, M◦ = {M的内点} 为 M 的内部.

注 13.8. 拓扑空间中集合也有边界和内部的概念, 可以根据语境与流形自身的边界和内部进行区分.

命题 13.9. 设 M 是 n 维带边流形, 则 M◦ 是 n 维无边流形, ∂M 是 (n− 1) 维无边流形.

命题 13.10. 设 M 是带边流形. 若 M 可定向, 则 ∂M 可定向. (梅加强《流形与几何初步》推论 2.6.7)

定义 13.11 (边界诱导定向). 设 M 是定向 n 维带边流形, 则 ∂M 的诱导定向规定如下: 当 n = 1 时,
Newton–Leibniz 公式 (微积分基本定理) 成立; 当 n ≥ 2 时, 若 M 的定向由 ( ∂

∂x1 , . . . ,
∂
∂xn ) 决定, 则

∂M 的定向由 ((−1)n ∂
∂x1 ,

∂
∂x2 , . . . ,

∂
∂xn−1 ) 决定. 这里的符号在 Stokes 公式 (定理13.18) 中用到.

定义 13.12 (积分区域). 光滑流形 M 中的积分区域指的是内部 D◦ 非空的闭集 D, 使其存在有定向
的开邻域 W ⊂M , 从而 D 有预设定向.

定义 13.13 (正则图卡). 设 D 是 n 维光滑流形 M 中的积分区域, M 的图卡 (U, x) 与 D 定向相容.
称 (U, x) 为 D 的 (内) 正则图卡, 若 U ⊂ D◦. 称 (U, x) 为 D 的边界正则图卡, 若 U 与 ∂D 交集非空,
U ∩D = {q ∈ U : xn(q) ≥ 0}, 且 U ∩ ∂D = {q ∈ U : xn(q) = 0}.

定义 13.14 (正则边界). 设 D 是积分区域. 若 p ∈ ∂D 在某个边界正则图卡中, 则 p 称为正则边界点,
否则称为非正则边界点. 将 D 的正则边界点构成的集合记为 ∂+D, 称为 D 的正则边界.

命题 13.15. 设 D 是积分区域, 则 D◦ ∪ ∂+D 构成定向带边流形, 并且 ∂(D◦ ∪ ∂+D) = ∂+D.

定义 13.16 (正则积分区域). 设 D 是 n 维流形中的积分区域. 如果 ∂D = ∂+D, 则称 D 为正则积分
区域. 如果 ∂D \ ∂+D 是 (n− 1) 维零测集, 则称 D 为几乎正则积分区域.

命题 13.17. 设 M 是定向带边流形. 若 ∂M 紧, 则存在无边流形 N 使得 M 为其正则积分区域.

证明. 取 N =M ∪f M 为 M ⊃ ∂M ↪→M 的黏着空间, 其中 f : p ∈ ∂M 7→ p ∈M .

定理 13.18 (Stokes). 设 N 是 M 的 n 维光滑子流形, D 是 N 中的几乎正则积分区域.
若 ω ∈ Ωn−1(M) 有紧支, 则

∫
D

dω =
∫
∂D
ω . 注意 supp(ω) ∩D 是 N 中紧集.

证明. 利用命题12.16, 结论可写成
∫
D◦

dω =
∫
∂+D

ω, 因而只需处理 ω 在 S = D◦ ∪ ∂+D 上的限制. 对
于 S 的开覆盖 {D的内正则图卡} ∪ {(D的边界正则图卡) ∩ S}, 取一个从属于它的单位分解 {ρλ}λ∈Λ,
则 ω|S =

∑
λ∈Λ ρλω|S . 对每个 ωλ = ρλω|S 证明

∫
D◦

dωλ =
∫
∂+D

ωλ 即可, 这分为 2 种情况:

(I) 存在内正则图卡 (U, x) 包含 supp(ωλ). 此时 supp(ωλ) ∩ ∂+D = ∅, 从而
∫
∂+D

ωλ = 0. 表
ωλ =

∑
i fi dx1,··· ,i−1,i+1,··· ,n, 其中 fi 是紧支光滑函数, 则 dωλ =

∑
i(−1)i−1

∂fi
∂xi dx1,··· ,n, 进而∫

D◦
dωλ =

∫
U

dωλ =
∫
Rn

∑
i(−1)i−1∂i(fi ◦ x−1) dx1 · · · dxn

=
∑

i(−1)i−1
∫
Rn−1(

∫
R ∂i(fi ◦ x

−1) dxi︸ ︷︷ ︸
=fi◦x−1|+∞xi=−∞

=0−0=0

) dx1 · · · dxi−1dxi+1 · · · dxn = 0.
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微分流形

(II) 存在边界正则图卡 (U, x) 包含 supp(ωλ). 表 ωλ =
∑

i fi dx1,··· ,i−1,i+1,··· ,n, 其中 fi 是紧支光滑
函数, 则 dωλ =

∑
i(−1)i−1

∂fi
∂xi dx1,··· ,n, 进而∫

D◦
dωλ =

∫
U

dωλ =
∫
Rn

+

∑
i(−1)i−1∂i(fi ◦ x−1) dx1 · · · dxn

= (−1)n−1
∫
Rn−1(

=fn◦x−1|+∞xn=0︷ ︸︸ ︷∫
R+
∂n(fn ◦ x−1) dxn) dx1 · · · dxn−1

+
∑

i<n(−1)i−1
∫
Rn−1

+
(
∫
R ∂i(fi ◦ x

−1) dxi︸ ︷︷ ︸
=fi◦x−1|+∞xi=−∞

=0

) dx1 · · · dxi−1dxi+1 · · · dxn

= (−1)n
∫
Rn−1 fn ◦ x−1(x1, . . . , xn−1, 0) dx1 · · · dxn−1 =

∫
U∩∂+D ωλ =

∫
∂+D

ωλ.

注. 考虑 D = N =M , 即知 Stokes 公式对定向带边流形成立.

习题 13.2. 设 ι : Rn ↪→M 是光滑嵌入. 考虑 M 上的紧支 n-形式 ω, 记 ι∗(ω) = f dx1,··· ,n. 我们希望
得到

∫
ι(U)

ω =
∫
ι(U)

ω,其中 U 是 Rn 中的有界开集, ∂U = U \U 是 n维零测集. 为此,任取一列光滑函
数 ρk : Rn → [0, 1] 适合 supp(ρk) ⊂ U 且 lim

k→∞
ρk|U ≡ 1, 证明 lim

k→∞

∫
Rn ρkι

∗(ω) =
∫
U
f(x) dx1 · · · dxn.

证明. 逐点成立 ρkf → f1U , 且 |ρkf | ≤ |f | 在紧集 U 上有界, 于是应用控制收敛定理即可. ■

习题 13.3. 设 M 是定向 n 维无边流形, ω 是 M 上的 k-形式. 证明:
(a) 如果任意紧支 (n− k)-形式 α 都满足

∫
M
ω ∧ α = 0, 则 ω ≡ 0.

(b) 如果任意紧支 (n− k − 1)-形式 β 都满足
∫
M
ω ∧ dβ = 0, 则 dω ≡ 0.

证明. (a) 假设 ω 6= 0, 则存在图卡 (U, x) 使得 ω( ∂
∂xi1

, . . . , ∂
∂xik

) 不全为零. 不妨 ω( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xk ) = h

非零, 然后取出 {p ∈ U : h(p) 6= 0} 的一个非空开子集 V , 使得 V ⊂ U . 考虑 α = ψh dxk+1,··· ,n, 其
中 ψ : M → [0, 1] 是截断函数, 适合 ψ|V ≡ 1 和 supp(ψ) ⊂ U . 我们有 ω ∧ α = ψh2 dx1,··· ,n, 其中
ψh2 ≥ h21V 在 V 上严格大于零, 这蕴涵

∫
M
ω ∧ α =

∫
U
ψh2 dx1,··· ,n ≥

∫
V
h2 dx1,··· ,n > 0.

(b) 我们有 d(ω ∧ β) = (dω) ∧ β + (−1)kω ∧ dβ, 从而根据题设可得
∫
M
(dω) ∧ β =

∫
M

d(ω ∧ β) =∫
∂M

ω ∧ β = 0, 其中用到 ∂M = ∅. 由 (a) 即证. ■

习题 13.4. 设 D 是 Rn 中的紧致的正则积分区域, ~F = F k ∂
∂xk 是定义在 D 的一个开邻域上的光滑切

向量场, i : ∂D → Rn 是含入映射.
(a) 证明 i∗(

∑n
k=1(−1)k−1F k dx1,··· ,k−1,k+1,··· ,n) = 〈~F , ~n〉 dσ, 其中 dσ 表示 ∂D 上的体积形式,

~n : ∂D → TRn 在点 p 处取值为 TpRn 中指向 D 外侧的单位长度法向量.
(b) 证明散度定理

∫
D

div(~F ) dµ =
∫
∂D
〈~F , ~n〉 dσ, 其中 dµ 是 Rn 上的体积形式, div(~F ) = ∂

∂xkF
k.

(c) 把 Rn 换成一般的定向 Riemann 流形 (M, g), 推广 (b). 关于散度 div, 回顾习题7.3.

证明. (a)注意
∑n

k=1(−1)k−1F k dx1,··· ,k−1,k+1,··· ,n = ιF⃗ (dµ),其中 dµ = dx1,··· ,n. 任取 ∂D 的局部正交
标架场 {ξk}n−1k=1 ,有 ~F = 〈~F , ~n〉~n+

∑n−1
k=1〈~F , ξk〉ξk,进而 〈ιF⃗ (dµ), ξ1, . . . , ξn−1〉 = 〈dµ, ~F , ξ1, . . . , ξn−1〉 =

〈~F , ~n〉〈dµ,~n, ξ1, . . . , ξn−1〉 = 〈~F , ~n〉(−1)n〈dµ, ξ1, . . . , ξn−1,−~n〉 = 〈~F , ~n〉〈dσ, ξ1, . . . , ξn−1〉.
(b) 由于 div(~F ) dµ = d(ιF⃗ (dµ)), Stokes 公式给出

∫
D

div(~F ) dµ =
∫
∂D
i∗(ιF⃗ (dµ)), 结合 (a) 即可.

(c) 把 dµ 换成 M 上的体积形式 V , 照搬上述证明立得
∫
D

div(~F )V =
∫
∂D
g(~F , ~n) dσ. ■

14 de Rham 上同调 (2021 年 5 月 26 日)

定义 14.1 (de Rham 复形). Ω0 d−→ Ω1 d−→ Ω2 d−→ · · · , 其中外微分算子 d 满足 d2 = 0.
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定义 14.2 (闭形式). 设 ω 是 k-形式. 若 dω = 0, 则称 ω 闭.

定义 14.3 (恰当形式). 设 ω 是 k-形式. 若存在 (k − 1)-形式 θ 使得 ω = dθ, 则称 ω 恰当.

注 14.4. 恰当形式都是闭形式. 闭形式不一定是恰当形式, 比如 R2 \ {02} 上的 −ydx+xdy
x2+y2

.

定义 14.5 (de Rham 上同调). 记 Zk(M) = ker
(
d : Ωk(M) → Ωk+1(M)

)
= {闭ω ∈ Ωk(M)} 和

Bk(M) = im
(
d : Ωk−1(M)→ Ωk(M)

)
= {恰当ω ∈ Ωk(M)}, 则 M 的第 k 个 de Rham 上同调群为

线性空间的商空间 Hk
dR(M) = Zk(M)/Bk(M), 其中的元素称为 de Rham 上同调类.

给 H•dR(M) =
⊕∞

k=0H
k
dR(M) 配备外积, 则得到 de Rham 上同调环.

命题 14.6. 任取 [α] ∈ Hk
dR(M) 和 [β] ∈ Hℓ

dR(M), 它们的外积 [α] ∧ [β] = [α ∧ β] 良好定义.

证明. d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)kα ∧ dβ = 0 ∧ β + (−1)kα ∧ 0 = 0, 且
(α+ dθ) ∧ (β + dφ) = α ∧ β + d((−1)kα ∧ φ+ θ ∧ β + θ ∧ dφ).

注 14.7. dimH0
dR(M) = dimZ0(M) = #{M的连通分支}.

定理 14.8 (de Rham). H•dR(M) ∼= H•sing(M ;R), 其中 H•sing(M ;R) 是实系数奇异上同调环.

推论 14.9. Betti 数 βk = dimHk 和 Euler 数 χ =
∑

(−1)kβk 是不变量.

命题 14.10. 光滑映射 f : M → N 诱导线性映射 f∗ : [ω] ∈ Hk
dR(N) 7→ [f∗(ω)] ∈ Hk

dR(M). 进一步
地, 若 f 是同胚, 则 f∗ : Hk

dR(N)→ Hk
dR(M) 是线性同构.

命题 14.11 (de Rham 上同调的同伦不变性). 若 f : M → N 是同伦等价, 即存在同伦逆 g : N → M

使得 g ◦ f ' IdM 且 f ◦ g ' IdN , 则 f∗ : H•dR(N)→ H•dR(M) 是线性同构.

证明. 由命题14.15即得.

注 14.12. 连续映射总是同伦于光滑映射; 光滑映射之间的同伦总是可以光滑化.
(Thm. 6.26 & 6.29 in Lee’s Introduction to Smooth Manifolds)

注 14.13. 形变收缩是含入映射的同伦逆, 所以只需考虑形变收缩核的 de Rham 上同调.

推论 14.14 (Poincaré 引理). Hk
dR(Rn) ∼= Hk

dR(pt) =

R, k = 0;

0, k ≥ 1.

命题 14.15. 若 f0 ' f1 :M → N , 则 f∗0 = f∗1 : H•dR(N)→ H•dR(M).

证明. 设 F :M× [0, 1]→ N 是从 f0 到 f1 的伦移,则 ft = F ◦ it,其中 it : x ∈M 7→ (x, t) ∈M× [0, 1].
任取 N 上的闭形式 ω, 欲说明 f∗1ω − f∗0ω = (i∗1 − i∗0)F ∗ω 是恰当形式, 只需存在 (线性的) 同伦算子
T : Ω•(M × [0, 1]) → Ω•−1(M), 使得 i∗1 − i∗0 = d ◦ T + T ◦ d. 一个可行的构造是沿纤维积分, 定义为
T : aI dt ∧ dxI + bJ dxJ 7→ (

∫ 1

0
aI(x, t) dt) dxI .

命题 14.16 (积分的同伦不变性). 若 f0 ' f1 :M → N rel ∂M , 其中 M 是定向 m 维带边流形, 则对
∀ω ∈ Zm(N), 有

∫
M
f∗0ω =

∫
M
f∗1ω.

证明. 设 F :M×[0, 1]→ N 是从 f0到 f1的伦移,使得 F (x, t) = f0(x) = f1(x), ∀(x, t) ∈ (∂M)×[0, 1].
在 M × [0, 1] 上积分 d(F ∗ω) = F ∗dω = 0 并应用 Stokes 定理, 则有 (

∫
(∂M)×[0,1] +

∫
M×∂[0,1])F

∗ω = 0,
其中

∫
M×∂[0,1] F

∗ω =
∫
M
f∗1ω −

∫
M
f∗0ω. 往证 (F ∗ω)|(∂M)×[0,1] = 0 ∈ Ωm−1(∂M) ⊗ span({dt}). 只需

ι ∂
∂t
(F ∗ω) = F ∗(ιF∗( ∂

∂t )
(ω)) 在 (∂M)× [0, 1] 上为零, 而 F∗(

∂
∂t
|(∂M)×[0,1]) ≡ 0.

© T.-Y. Li (kellty@pku.edu.cn)
27

2021 春

https://encyclopediaofmath.org/wiki/Singular_homology
https://sites.math.washington.edu/~lee/Books/ISM/
https://mathworld.wolfram.com/DeformationRetract.html


微分流形

命题 14.17. 设 M 是连通的 n 维闭流形 (紧致且无边). 若 M 可定向, 则 [ω] ∈ Hn
dR(M) 7→

∫
M
ω ∈ R

是良定义的同构, 即得 Hn
dR(M) ∼= R1. 若 M 不可定向, 则 Hn

dR(M) = 0.
(Thm. 17.30+17.31 & 17.34 in Lee’s Introduction to Smooth Manifolds)

习题 14.1. 设 M 是 R3 中由 F (x, y, z) = 0 决定的光滑隐函数曲面, 其中 JF 在 M 的一个开邻域上
处处非零. 令 i : M ↪→ R3 为含入映射. 任取 R3 上的 1-形式 ω = udx + vdy + wdz, 如何判断 i∗(ω)

是否闭以及是否恰当?

解. 当 ∂F
∂x
6= 0 时, 令 V = (dy ∧ dz)

/
∂F
∂x

; 当 ∂F
∂y
6= 0 时, 令 V = (dz ∧ dx)

/
∂F
∂y

; 当 ∂F
∂z
6= 0 时, 令

V = (dx ∧ dy)
/
∂F
∂z

; 在 M 上, 由 0 = dF = ∂F
∂x

dx + ∂F
∂y

dy + ∂F
∂z

dz 可知 V 良好定义. 我们有 dω =

( ∂v
∂x
− ∂u
∂y
) dx∧dy+(∂w

∂y
− ∂v
∂z
) dy∧dz+(∂u

∂z
− ∂w

∂x
) dz∧dx = [( ∂v

∂x
− ∂u
∂y
)∂F
∂z

+(∂w
∂y
− ∂v
∂z
)∂F
∂x

+(∂u
∂z
− ∂w

∂x
)∂F
∂y

]V ,
所以 i∗(ω) 闭当且仅当在 M 上 ( ∂v

∂x
− ∂u

∂y
)∂F
∂z

+ (∂w
∂y
− ∂v

∂z
)∂F
∂x

+ (∂u
∂z
− ∂w

∂x
)∂F
∂y

= 0. 一般地, 流形 M 上
的 1-形式是恰当的当且仅当积分与路径无关, 即沿任意闭道路 γ : S1 → M 积分为零, 必要性是显然
的, 证明充分性只需在每个连通分支上利用曲线积分得到良定义的原函数. ////

习题 14.2. 在 Rn\{0n}上定义 (n−1)-形式 ω =
∑n

i=1(−1)ixi dx1,··· ,i−1,i+1,··· ,n/[(x1)2+· · ·+(xn)2]m/2.
求常数 m 使得 ω 闭, 并且说明 ω 不恰当.

解. 记 ρ =
√
(x1)2 + · · ·+ (xn)2. 直接计算可得 dω = (m− n)ρ−m dx1,··· ,n, 于是应取 m = n. 将 n 维

单位闭球记为 Dn, 则
∫
Sn−1 ω =

∫
Sn−1

∑n
i=1(−1)ixi dx1,··· ,i−1,i+1,··· ,n =

∫
Dn(−n) dx1,··· ,n < 0. 假设存

在 α ∈ Ωn−2(Rn \ {0n}) 使得 ω = dα, 则
∫
Sn−1 ω =

∫
∂Sn−1 α = 0 导致矛盾, 其中用到 ∂Sn−1 = ∅. ////

习题 14.3. 将 M 上所有紧支 k-形式构成的线性空间记为 Ωkc (M). 令 Zkc (M) = Zk(M) ∩ Ωkc (M) 和
Bk
c (M) = Bk(M) ∩Ωkc (M). 称 Hk

c (M) = Zkc (M)/Bk
c (M) 为 M 的第 k 个紧支 de Rham 上同调群.

证明 Hn
c (Rn) ∼= R, 而当 k 6= n 时 Hk

c (Rn) = 0.

注. 紧支 de Rham 上同调没有同伦不变性.

证明. 因为H0
c = Z0

c = {紧支常值函数},当 n = 0或 k = 0时结论成立. 往证H•+1
c (R×Rn) ∼= H•c (Rn).

定义 π : aI dt ∧ dxI + bJ dxJ ∈ Ω•+1
c (R × Rn) 7→ (

∫
R aI(t, x) dt) dxI ∈ Ω•c(Rn), 其中 aI 和 bJ 是紧支

函数. 定义 σ : ω ∈ Ω•c(Rn) 7→ ϕ(t)dt ∧ ω ∈ Ω•+1
c (R × Rn), 其中 ϕ 是紧支函数, 适合

∫
R ϕ(t) dt = 1.

不难发现 π 和 σ 均与 d 可交换, 从而诱导同态 H•+1
c (R× Rn) π−⇀↽−

σ
H•c (Rn), 下证这是同构. 一方面, 由

π ◦ σ = IdΩ•c(Rn) 可得 π ◦ σ = IdH•c (Rn). 另一方面, 为说明 σ ◦ π = IdH•+1
c (R×Rn), 只需存在 (线性的)

同伦算子 T : Ω•+1
c (R × Rn) → Ω•c(R × Rn), 使得 σ ◦ π = IdΩ•+1

c (R×Rn)± d ◦ T ± T ◦ d; 比如可以取
T : aI dt ∧ dxI + bJ dxJ 7→

( ∫ t
−∞ aI(s, x) ds−

∫
R aI(u, x) du

∫ t
−∞ ϕ(s) ds

)
dxI . ■

15 Hodge 理论 (2021 年 5 月 28 日)

定义 15.1 (Hodge 星算子). 在定向 Riemann 流形上, 设 (θ1, . . . , θn) 是局部正交标架场的对偶余标架
场. Hodge 星算子为线性同构 ? : Ωk → Ωn−k, 适合 ?(θi1 ∧ · · · ∧ θik) = ε(i1,...,in)θ

ik+1 ∧ · · · ∧ θin , 其中
(i1, . . . , in) 是 n-置换, i1 < · · · < ik 且 ik+1 < · · · < in.

命题 15.2. 设 (U, x)是 (M, g)的正定向的图卡,则 ?(dxi1,...,ik) =
√

det(g)
(n−k)! g

i1j1 · · · gikjkε(j1,...,jn)dxjk+1,...,jn .

注 15.3. Hodge 星算子不依赖标架场的选取, 并且是光滑映射.

命题 15.4. ? ? ω = (−1)k(n−k)ω.
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定义 15.5 (余微分). δ = (−1)k ?−1 d ? : Ωk → Ωk−1.

命题 15.6. (1) δ2 = 0. (2) ?δd = dδ?, ?dδ = δd?.

定义 15.7 (余 ·· 形式). 称 ker(δ) 中的微分形式为余闭的. 称 im(δ) 中的微分形式为余恰当的.

命题 15.8. 若 ω 是闭形式, 则 ?ω 是余闭形式. 若 ω 是余闭形式, 则 ?ω 是闭形式.

定义 15.9. 〈〈ω, θ〉〉M =
∫
M
ω ∧ ?θ, 其中 ω 和 θ 是 M 上同阶的微分形式.

命题 15.10. 设 M 是定向的紧 Riemann 流形, 则 〈〈•, •〉〉M 是 Ωk(M) 上的内积.

引理 15.11. 设 M 是定向的闭 Riemann 流形, 则 〈〈dω, θ〉〉M = 〈〈ω, δθ〉〉M .

证明. d(ω ∧ ?θ) = (dω) ∧ ?θ − ω ∧ ?δθ.

定义 15.12 (Hodge–Laplace 算子). ∆̃ = δd + dδ : Ωk → Ωk.

定义 15.13 (调和形式). 称 ker(∆̃) 中的微分形式为调和的.

命题 15.14. 设 ω 是定向的闭 Riemann 流形上的微分形式, 则 ω 调和当且仅当 ω 既闭又余闭.

证明. 〈〈∆̃ω, ω〉〉M = 〈〈dω, dω〉〉M + 〈〈δω, δω〉〉M .

推论 15.15 (Liouville 定理). 定向的闭 Riemann 流形上的调和函数在每个连通分支上是常值.

定理 15.16 (Hodge). 设 M 是定向的闭 Riemann 流形. 任取 ω ∈ Zk(M), 存在唯一的调和形式 ω∆̃

使得 [ω∆̃] = [ω] ∈ Hk
dR(M). 若 ω 6= ω∆̃, 则 〈〈ω, ω〉〉M > 〈〈ω∆̃, ω∆̃〉〉M .

推论 15.17 (Hodge 对偶定理). 设 M 是定向 n 维闭 Riemann 流形, 则 Hodge 星算子把调和 k-形式
变为调和 (n− k)-形式, 从而 Hk

dR(M) ∼= Hn−k
dR (M).

定理 15.18 (Hodge 分解). 设 ω 是定向的闭 Riemann 流形上的微分形式, 则 ω 可以唯一地表示成
ω = dα+ δβ + ω∆̃, 其中 ω∆̃ 是调和形式.

习题 15.1. 计算 R3 里的余微分和 Hodge–Laplace 算子.

解. 记 ω1 = a dx+ b dy + c dz, ω2 = a dy ∧ dz + b dz ∧ dx+ c dx ∧ dy, V = ?1 = dx ∧ dy ∧ dz.
δω1 = − ?−1 (dω2) = − ?−1

(
( ∂a
∂x

+ ∂b
∂y

+ ∂c
∂z
)V
)
= −( ∂a

∂x
+ ∂b

∂y
+ ∂c

∂z
).

δω2 = ?−1(dω1) = ?−1
(
( ∂b
∂x
− ∂a

∂y
) dx ∧ dy + ( ∂c

∂y
− ∂b

∂z
) dy ∧ dz + (∂a

∂z
− ∂c

∂x
) dz ∧ dx

)
= ( ∂c

∂y
− ∂b

∂z
) dx+ (∂a

∂z
− ∂c

∂x
) dy + ( ∂b

∂x
− ∂a

∂y
) dz.

δ(fV ) = − ?−1 (df) = − ?−1 (∂f
∂x

dx+ ∂f
∂y

dy + ∂f
∂z

dz) = −(∂f
∂z

dx ∧ dy + ∂f
∂x

dy ∧ dz + ∂f
∂y

dz ∧ dx).
∆̃f = δ(df) = δ(∂f

∂x
dx+ ∂f

∂y
dy + ∂f

∂z
dz) = −(∂

2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
+ ∂2f

∂z2
).

∆̃ω1 = δ
(
( ∂c
∂y
− ∂b

∂z
) dy ∧ dz + (∂a

∂z
− ∂c

∂x
) dz ∧ dx+ ( ∂b

∂x
− ∂a

∂y
) dx ∧ dy

)
− d( ∂a

∂x
+ ∂b

∂y
+ ∂c

∂z
)

= −( ∂2a
∂x2 +

∂2a
∂y2

+ ∂2a
∂z2

) dx−( ∂2b
∂x2 +

∂2b
∂y2

+ ∂2b
∂z2

) dy−( ∂2c
∂x2 +

∂2c
∂y2

+ ∂2c
∂z2

) dz = (∆̃a) dx+(∆̃b) dy+(∆̃c) dz.
∆̃ω2 = δ

(
( ∂a
∂x

+ ∂b
∂y

+ ∂c
∂z
)V
)
+ d
(
( ∂c
∂y
− ∂b

∂z
) dx+ (∂a

∂z
− ∂c

∂x
) dy + ( ∂b

∂x
− ∂a

∂y
) dz

)
= (∆̃a) dy ∧ dz + (∆̃b) dz ∧ dx+ (∆̃c) dx ∧ dy.

∆̃(fV ) = −d(∂f
∂z

dx ∧ dy + ∂f
∂x

dy ∧ dz + ∂f
∂y

dz ∧ dx) = (∆̃f)V . ////

习题 15.2. 设 (M, g) 是定向 Riemann 流形, f 是 M 上的光滑函数.
(a) 设 (ξ1, . . . , ξn) 是 M 上的正交标架场, 其对偶余标架场为 (θ1, . . . , θn). 求 δ(f θ1 ∧ · · · ∧ θk).
(b) 设 (U, x) 是 M 的正定向图卡. 求 δ(f dx1 ∧ · · · ∧ dxk).

解. 记 θi1,...,ik = θi1 ∧ · · · ∧ θik 和 dxi1,...,ik = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . 用 ˆ̀表示删去 `.
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(a) 我们有 df = ξi(f)θ
i 和 dθℓ = −

∑
i<j C

ℓ
ijθ

ij , 其中函数 Cℓij 由 [ξi, ξj ] = Cℓijξℓ 决定, 于是

δ(fθ1,··· ,k) = (−1)k ?−1 d(fθk+1,··· ,n)

= (−1)k ?−1
(
ξi(f)θ

i ∧ θk+1,··· ,n + f
∑
ℓ>k

∑
i<j

(−1)ℓ−kCℓijθij ∧ θk+1,··· ,ℓ̂,··· ,n
)

= (−1)k ?−1
(∑
i≤k

(
ξi(f)− f

∑
ℓ>k

Cℓiℓ

)
θi ∧ θk+1,··· ,n + f

∑
ℓ>k

∑
i<j≤k

Cℓij(−1)ℓ−kθij ∧ θk+1,··· ,ℓ̂,··· ,n
)

=
∑
i≤k

(
ξi(f)− f

∑
ℓ>k

Cℓiℓ

)
(−1)iθ1,··· ,̂i,··· ,k + f

∑
ℓ>k

∑
i<j≤k

Cℓij(−1)(j−i)+kθ1,··· ,̂i,··· ,ĵ,··· ,k ∧ θℓ.

(b) 设 δ(fdx1,··· ,k) =
∑

i1<···<ik−1
fi1,...,ik−1

dxi1,...,ik−1 , 记 |g| = det(g), 则有

(−1)k ?
(
δ(fdx1,··· ,k)

)
= (−1)k

∑
i1<···<ik−1

fi1,...,ik−1

|g|1/2
(n−k+1)!

gi1j1 · · · gik−1jk−1ε(j1,...,jn) dxjk,...,jn

= d
(
? (fdx1,··· ,k)

)
= d

(
f |g|

1/2

(n−k)!g
1,j1 · · · gk−1,jk−1gk,ℓε(j1,...,jk−1,ℓ,jk+1,...,jn) dxjk+1,...,jn

)
= 1

(n−k)!
∂

∂xjk

(
f |g|1/2g1,j1 · · · gk−1,jk−1gk,ℓ

)
ε(j1,...,jk−1,ℓ,jk+1,...,jn) dxjk,...,jn .

取 ik, . . . , in 使 ε(i1,...,in) = 1, 利用 gi1j1 · · · ginjnε(j1,...,jn) = |g|−1, 可得

(−1)kfi1,...,ik−1

|g|−1/2

(n−k+1)!
= 1

(n−k)!
∂

∂xjk

(
f |g|1/2g1,j1 · · · gk−1,jk−1gk,ℓ

)
ε(j1,...,jk−1,ℓ,jk+1,...,jn)g

ikjk · · · ginjn

= 1
(n−k)!

∂
∂xℓ

(
f |g|1/2g1,j1 · · · gk,jk

)
ε(j1,...,jn)g

ikℓgik+1jk+1 · · · ginjn ,

即 fi1,...,ik−1
= (−1)k(n− k + 1)|g|1/2 ∂

∂xℓ

(
f |g|1/2g1,j1 · · · gk,jk

)
ε(j1,...,jn)g

ikℓgik+1jk+1 · · · ginjn . ////

习题 15.3. 考察单位球面 S2 ⊂ R3, 通过 R3 的标准内积诱导 Riemann 度量. 在非南北极处, 表
(x, y, z) = (cos(θ) cos(φ), cos(θ) sin(φ), sin(θ)), 则 ( ∂

∂θ
, 1

cos(θ)
∂
∂ϕ

) 是正交标架场, 其对偶余标架场为
(dθ, cos(θ)dφ). 设 ω = fdθ + g cos(θ)dφ 是调和形式, 求 f 和 g 满足的偏微分方程.

解. 记 Dθ = cos(θ) ∂
∂θ
和 Dϕ = ∂

∂ϕ
, 我们有

∆̃ω = δdω + dδω = ?−1d ? dω − d ?−1 d ? ω

= ?−1d ?
(
(−Dϕf +Dθg − g sin(θ)) dθ ∧ dφ

)
− d ?−1 d(f cos(θ)dφ− gdθ)

= ?−1d(− 1
cos(θ)Dϕf + 1

cos(θ)Dθg − g tan(θ))− d ?−1
(
(Dθf − f sin(θ) +Dϕg) dθ ∧ dφ

)
= ?−1

(
1

cos2(θ)(− sin(θ)Dϕf −DθDϕf +D2
θg − g) dθ + 1

cos(θ)(−D
2
ϕf +DϕDθg −Dϕg sin(θ)) dφ

)
− d( 1

cos(θ)Dθf − f tan(θ) + 1
cos(θ)Dϕg)

= − 1
cos(θ)(− sin(θ)Dϕf −DθDϕf +D2

θg − g) dφ+ 1
cos2(θ)(−D

2
ϕf +DϕDθg −Dϕg sin(θ)) dθ

−
(

1
cos2(θ)(D

2
θf − f + sin(θ)Dϕg +DθDϕg) dθ + 1

cos(θ)(DϕDθf −Dϕf sin(θ) +D2
ϕg) dφ

)
= − 1

cos(θ)(−2 sin(θ)Dϕf +D2
θg +D2

ϕg − g) dφ+ 1
cos2(θ)(−D

2
θf −D2

ϕf + f − 2 sin(θ)Dϕg) dθ.

若 ω 调和, 即 ∆̃ω = 0, 则 2 sin(θ)Dϕf = D2
θg +D2

ϕg − g 且 −D2
θf −D2

ϕf + f = 2 sin(θ)Dϕg. ////

16 向量丛上的联络 (2021 年 6 月 2 日 +9 日 +11 日 +16 日)

注 16.1. (切丛上的) 联络给出平行移动的法则, 从而能够比较不同点处的 (切) 向量.
协变导数和联络紧密相关, 用以计算 (切) 向量场在一点附近的变化率.
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定义 16.2 (向量丛). 设 B 是流形, π : E → B 是满射. 称 (
全空间
E ,

底空间
B ,

丛投影
π ) 为 n 维 (实) 向量丛,

若存在 B 的开覆盖 {Uλ}λ∈Λ 以及称为局部平凡化的同胚 ρλ = (π, vλ) : π
−1(Uλ) → Uλ × Rn, 使得对

∀λ, λ̃ ∈ Λ 和 ∀p ∈ Uλ ∩ Uλ̃, 在 p 处的纤维 Ep = π−1(p) 上, 坐标变换 gλ̃←λ(p) = vλ̃ ◦ v
−1
λ

∣∣
vλ(Ep)

是 Rn

的线性自同构. 如果 π : E → B 和每个 gλ̃←λ : Uλ ∩ Uλ̃ → GLn(R) 都光滑, 则得到光滑向量丛.

注 16.3. 有时也称 E 是 B 上的向量丛. 常见的向量丛有: 切丛, 余切丛, 张量丛, 子流形的法丛.

习题 16.1. 设 M 是光滑流形, {Uλ}λ∈Λ 是 M 的开覆盖. 对 ∀λ, λ̃ ∈ Λ 定义一个光滑函数 gλ̃←λ :

Uλ ∩ Uλ̃ → GLn(R), 使其满足上闭链条件 gν←µgµ←λ = gν←λ (∀λ, µ, ν ∈ Λ), 此时必有 gλ←λ ≡ In 和
gλ←λ̃(p) = gλ̃←λ(p)

−1 (∀p ∈ Uλ ∩ Uλ̃). 证明: 存在 n 维光滑向量丛 (E,M, π), 使得每个 Uλ 对应一个
局部平凡化 (Uλ, ρλ), 并且从 (Uλ, ρλ) 到 (Uλ̃, ρλ̃) 的转移矩阵由 gλ̃←λ 给出. 注意 e ∈ E 的纤维分量
应理解为列向量, 转移矩阵的作用是左乘.

证明. 取 E = {(p, v, λ) : p ∈ Uλ, v ∈ Rn, λ ∈ Λ}/ ∼, 其中 (p, v, λ) ∼ (p̃, ṽ, λ̃) 定义为 p̃ = p 且
ṽ = gλ̃←λ(p)v, 通过上闭链条件可以说明这是良定义的等价关系. 令 π : [p, v, λ] ∈ E 7→ p ∈ M 和
ρλ : [p, v, λ] ∈ π−1(Uλ) 7→ (p, v) ∈ Uλ × Rn, 即得所求. ■

定义 16.4 (正则图卡). 对于向量丛 (E,B, π), 任取局部平凡化 (Uλ, ρλ). 设 (V, x) 是 B 的图卡,
V ⊂ Uλ, 则 E 有图卡 x̃ : e ∈ π−1(V ) 7→

(
x(π(e))
底空间分量

, vλ(e)
纤维分量

)
∈ x(V )× Rn, 称为 E 的正则图卡.

定义 16.5 (截面). 设 (E,B, π) 是向量丛. 若映射 s : B → E 满足 π ◦ s = IdB, 则 s 称为 E 的截面.
换言之, s|p ∈ Ep, ∀p ∈ B. 向量丛 (E,B, π) 的所有光滑截面构成的集合记为 Γ(E).

注 16.6. 切丛的截面是切向量场.

定义 16.7 (标架). 设 E 是 B 上的 n 维向量丛. 称 e1, . . . , en ∈ Γ(E) 为 E 在 U ⊂ B 上的一个标架,
如果在 ∀p ∈ U 处 e1|p, . . . , en|p 都构成 Ep ∼= Rn 的一组基.

注 16.8. 利用正则图卡可以得到自然标架.

命题 16.9. 底空间相同的向量丛可以按纤维定义对偶、直和、张量积, 相应地诱导截面的运算.

定义 16.10 (拉回丛). 若 E 是 B 上的向量丛,则 f : A→ B 诱导的 f∗E = {(p, e) ∈ A×E : e ∈ Ef(p)}
是 A 上的向量丛, 称为拉回丛.

定理 16.11 (实向量丛分类定理). Thm. 1.16 in Hatcher’s Vector Bundles and K-Theory

定义 16.12 (联络). 向量丛 (E,M, π) 上的联络指的是一个映射 ∇ : Γ(TM) × Γ(E) → Γ(E), 它在
p ∈M 处实现为 ∇ : (ξ, s) ∈ TpM × Γ(E) 7→ ∇ξs ∈ Ep (∼= Ts|pEp), 其中 ∇ξs 称为 s 对 ξ 的协变导数
(衡量截面的纤维分量沿底空间切向量的变化率), 适合

(1) ∇aξ+bηs = a∇ξs+ b∇ηs, ∀a, b ∈ R, ∀ξ, η ∈ TpM, ∀s ∈ Γ(E);

(2) ∇ξ(s1 + s2) = ∇ξs1 +∇ξs2, ∀ξ ∈ TpM, ∀s1, s2 ∈ Γ(E);

(3) ∇ξ(fs) = ξ(f)s|p + f |p∇ξs, ∀ξ ∈ TpM, ∀f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(E).

注 16.13. 切丛上的联络称为仿射联络.

定义 16.14 (联络形式). 取定 (局部) 标架 e1, . . . , en, 通过 ∇ξej = 〈ωij |p, ξ〉 ei|p 定义 ωij |p ∈ T ∗p .
称 ωij ∈ Ω1 为联络形式, ω = (ωij)

1≤i≤n
1≤j≤n 为联络矩阵.

© T.-Y. Li (kellty@pku.edu.cn)
31

2021 春

https://ncatlab.org/nlab/show/normal+bundle
https://ncatlab.org/nlab/show/dual+vector+bundle
https://ncatlab.org/nlab/show/direct+sum+of+vector+bundles
https://ncatlab.org/nlab/show/tensor+product+of+vector+bundles
https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/VBKT/VBpage.html


微分流形

定义 16.15 (联络系数). 取覆盖 p 的图卡 (V, x). 令 Γij;k(p) = 〈ωij |p, ∂
∂xk |p〉, 称为联络系数.

命题 16.16. 若 s = siei, 则 ∇ξs =
(
ξ(si)+ωij(ξ)s

j
)
ei. 形式地, 简记为 ∇s = ds+ωs 以及 ∇ = d+ω.

注 16.17. 协变导数与逐分量求导的差体现于联络形式.

定义 16.18 (截面值微分形式). 设 E 是 M 上的向量丛. 回顾定义11.1, 称 Ωk(E) = Ωk(M ; Γ(E)) 的
成员为截面值 k-形式. 特别地, Ω0(E) = Γ(E).

注 16.19. 对于 s ∈ Γ(E), 将 ∇s 等同于 (ξ 7→ ∇ξs) ∈ Ω1(E), 则有 ∇ : Γ(E)→ Ω1(E).

定义 16.20 (协变微分). 任取截面值 k-形式 α = αiei, 其中 αi 是 k-形式, ei 是截面, 则 α 的协变微分
为 ∇α = (dαi)ei + (−1)kαi ∧∇ei. 协变微分 ∇α 不依赖 α 的表达式的选取, 是良定义的.

命题 16.21. 设 {ei} 是标架, ωij 是相应的联络形式, 即 ∇ej = ωijei. 对于截面值 k-形式 α = αiei, 有
∇α = (dαi + ωij ∧ αj)ei. 形式地, 简记为 ∇α = dα+ ω ∧ α 以及 ∇ = d + ω∧.

推论 16.22 (Cartan 结构方程). 承前, ∇(∇α) = (dω) ∧ α+ (ω ∧ ω) ∧ α, 其中 ω ∧ ω = (ωik ∧ ωkj ). 简
记为 ∇2 = (dω + ω ∧ ω)∧.

证明. 将 d(∇α) = ((dωij) ∧ αj − ωij ∧ dαj)ei 和 ω ∧∇α = (ωij ∧ dαj + ωik ∧ ωkj ∧ αj)ei 相加.

习题 16.2. 设 ∇ 是光滑流形 M 的切丛 TM 上的一个联络. 写出联络系数的坐标变换公式, 从而说
明它不能给出 M 上的张量场.

解. 任取 M 的图卡 (U, x) 和 (V, y), 记 ∇ ∂

∂xk

∂
∂xj = Γij;k

∂
∂xi 和 ∇ ∂

∂yk

∂
∂yj

= Γ̃ij;k
∂
∂yi

. 直接计算可得
∇ ∂

∂yk

∂
∂yj

= ∂xν

∂yk
∇ ∂

∂xν
(∂x

µ

∂yj
∂
∂xµ ) = ∂xν

∂yk

(
∂
∂xν (

∂xµ

∂yj
) ∂
∂xµ + ∂xµ

∂yj
∇ ∂

∂xν

∂
∂xµ

)
= ∂2xµ

∂yj∂yk
∂
∂xµ + ∂xµ

∂yj
∂xν

∂yk
Γλµ;ν

∂
∂xλ , 故

Γ̃ij;k = 〈dyi,∇ ∂

∂yk

∂
∂yj
〉 = ∂2xλ

∂yj∂yk
∂yi

∂xλ + Γλµ;ν
∂yi

∂xλ
∂xµ

∂yj
∂xν

∂yk
, 比张量系数的坐标变换多出了 ∂2xλ

∂yj∂yk
∂yi

∂xλ . ////

习题 16.3. 设 ∇ 是仿射联络, X 和 Z 是切向量场. 证明:
(a) 若 ∇̃ 也是仿射联络, 则 (Z,X) 7→ ∇̃ZX −∇ZX 是 (1, 2) 型张量场.
(b) 若 S 是 (1, 2) 型张量场, 则 (Z,X) 7→ ∇ZX + S(Z,X) 是仿射联络.

证明. 易见所有映射都关于 Z 是 C∞-线性的, 并且关于 X 是 R-线性的. 任取函数 f ∈ C∞.
(a) ∇̃Z(fX)−∇Z(fX) = (f∇̃ZX + (Zf)X)− (f∇ZX + (Zf)X) = f(∇̃ZX −∇ZX).
(b) ∇Z(fX) + S(Z, fX) = f∇ZX + (Zf)X + fS(Z,X) = f(∇ZX + S(Z,X)) + (Zf)X. ■

习题 16.4. 设 Ω 是 Rn 的光滑子流形, 含入映射 ι : Ω ↪→ Rn 是光滑嵌入, 则在 ∀p ∈ Ω 处有正交分解
TpRn = ι∗(TpΩ)⊕NpΩ,其中 NpΩ = ι∗(TpΩ)

⊥ 是 p点的法空间. 任取 Ω上的光滑切向量场 ξ ∈ Γ(TΩ)

和 Rn 上的光滑切向量场 η = ηi ∂
∂xi ∈ Γ(TRn), 定义 ∂ξη : p ∈ Ω 7→ ι∗(ξ|p)(ηi) ∂

∂xi |p ∈ TpRn.
(a) 举例说明 ∂ξη|p 不一定在 ι∗(TpΩ) 里, 即使 η = ι∗(η̃), 其中 η̃ 是 Ω 上的光滑切向量场.
(b) 利用正交投影 projι∗(TpΩ) ∂ξι∗(η̃)|p = ι∗(∇̃ξη̃|p) 定义 ∇̃ξη̃|p ∈ TpΩ, 其中 ξ 和 η̃ 均为 Ω 上的

光滑切向量场. 这个 ∇̃ 是切丛 TΩ 上的联络吗? 说明理由.
(c) 定义 ∇⊥ξ η|p = projNpΩ

∂ξη|p, 其中 ξ 是 Ω 上的光滑切向量场, η 是 Ω 上的光滑法向量场. 这
个 ∇⊥ 是法丛 NΩ 上的联络吗? 说明理由.

解. (a) 考虑 Ω = S1 = {x ∈ R2 : ‖x‖2 = 1} 为单位圆周, 由习题2.2可知 NxS
1 = span({x}). 对于

η = x2 ∂
∂x1 − x1 ∂

∂x2 , 有 ξ = η|S1 ∈ Γ(TS1), 而 ∂ξξ|x = −x1 ∂
∂x1 − x2 ∂

∂x2 ∈ NxS
1.

(b) 答案是肯定的, 因为满足双线性性质和 Leibniz 法则. (Gauss)
(c) 答案是肯定的, 因为满足双线性性质和 Leibniz 法则. (Weingarten) ////
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定义 16.23 (挠率). 设 ∇ 是 M 上的仿射联络, 则挠率为 T (ξ, η) = ∇ξη−∇ηξ − [ξ, η], 其中 ξ 和 η 是
M 上的切向量场. 不难验证挠率 T 是 (1, 2) 型张量场. 若 T ≡ 0, 则称 ∇ 为无挠/对称的.

注 16.24. 在图卡 (U, x) 里, 记 ∇ ∂

∂xk

∂
∂xj = Γij;k

∂
∂xi , 则 ∇ 无挠当且仅当 Γij;k = Γik;j (∀i, j, k).

定义 16.25 (张量场的协变导数). 设 ∇ 是仿射联络, ξ 是切向量场, T 是 (r, s) 型张量场, 则 T 关于 ξ

的协变导数 ∇ξT 也是 (r, s) 型张量场, 满足

1. 若 a 和 b 是常数, R 和 S 是同阶张量场, 则 ∇ξ(aR+ bS) = a∇ξR+ b∇ξS

2. 若 h 是函数, 则 ∇ξh = ∂ξh

3. 若 ω 是余切向量场, η 是切向量场, 则 ∂ξ〈ω, η〉 = 〈∇ξω, η〉+ 〈ω,∇ξη〉

4. 若 R 和 S 是张量场, 则 ∇ξ(R⊗ S) = (∇ξR)⊗ S +R⊗∇ξS

注 16.26. 记 ∇ ∂

∂xk

∂
∂xj = Γij;k

∂
∂xi , 则 ∇ ∂

∂xk
dxi = −Γij;kdxj 且

∇ ∂

∂xk
(gij dxi ⊗ dxj) =

(∂gij
∂xk − Γℓj;kgiℓ − Γℓi;kgℓj

)
dxi ⊗ dxj .

定义 16.27 (与度量相容). 设 ∇ 是 Riemann 流形 (M, g) 上的仿射联络. 若 ∇ζg ≡ 0, ∀ζ ∈ Γ(TM),
则称 ∇ 是度量联络. 等价地, ∇ 与 g 相容, 即 ∂ζg(ξ, η) = g(∇ζξ, η) + g(ξ,∇ζη), ∀ξ, η, ζ ∈ Γ(TM).

定理 16.28. 在 Riemann 流形 (M, g) 上存在唯一的仿射联络 ∇, 满足无挠并且与度量相容. 这个 ∇
称为 Levi–Civita 联络.

证明. 可以解得 Koszul 公式: 对于 ξ, η, ζ ∈ Γ(TM), 有

g(∇ξη, ζ) = 1
2

(
∂ξg(η, ζ) + ∂ηg(ζ, ξ)− ∂ζg(ξ, η) + g([ξ, η], ζ) + g([ζ, ξ], η)− g([η, ζ], ξ)

)
.

记 ∇ ∂

∂xk

∂
∂xj = Γij;k

∂
∂xi , 则 Γij;k =

1
2
giℓ
(∂gjℓ
∂xk + ∂gkℓ

∂xj − ∂gjk
∂xℓ

)
, 称为 Christoffel 符号.

习题 16.5. 考虑双曲抛物面 M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 − y2 + 2z = 0}, 通过 R3 的标准内积诱导
Riemann 度量, 从而得到 Levi–Civita 联络. 显然 M 有一个整体坐标系 (u, v, z) ∈ M 7→ (u, v) ∈ R2,
借此写出自然基底对应的 Christoffel 符号和联络形式矩阵. (Hyperbolic Paraboloid in Wolfram|Alpha)

解. 注意 z = 1
2
(v2 − u2). 直接计算可得 ∂

∂u
= (1, 0,−u) 和 ∂

∂v
= (0, 1, v), 相应的 Riemann 度量为(

guu guv

gvu gvv

)
=

(
1 + u2 −uv
−uv 1 + v2

)
, 其逆矩阵为

(
guu guv

gvu gvv

)
=

1

1 + u2 + v2

(
1 + v2 uv

uv 1 + u2

)
. 于是,

Γuu;u = 1
2

(
guu(2∂guu

∂u
− ∂guu

∂u
) + guv(2∂guv

∂u
− ∂guu

∂v
)
)
= 1

2
· 1
1+u2+v2

(
(1 + v2) · 2u+ uv(−2v)

)
= u

1+u2+v2
,

Γuu;v = Γuv;u = 1
2

(
guu(∂guu

∂v
+ ∂gvu

∂u
− ∂guv

∂u
) + guv(∂guv

∂v
+ ∂gvv

∂u
− ∂guv

∂v
)
)
= 0,

Γuv;v =
1
2

(
guu(2∂gvu

∂v
− ∂gvv

∂u
) + guv(2∂gvv

∂v
− ∂gvv

∂v
)
)
= 1

2
· 1
1+u2+v2

(
(1 + v2)(−2u) + uv · 2v

)
= − u

1+u2+v2
,

Γvu;u = 1
2

(
gvu(2∂guu

∂u
− ∂guu

∂u
) + gvv(2∂guv

∂u
− ∂guu

∂v
)
)
= 1

2
· 1
1+u2+v2

(
uv · 2u+ (1 + u2)(−2v)

)
= − v

1+u2+v2
,

Γvu;v = Γvv;u = 1
2

(
gvu(∂guu

∂v
+ ∂gvu

∂u
− ∂guv

∂u
) + gvv(∂guv

∂v
+ ∂gvv

∂u
− ∂guv

∂v
)
)
= 0,

Γvv;v =
1
2

(
gvu(2∂gvu

∂v
− ∂gvv

∂u
) + gvv(2∂gvv

∂v
− ∂gvv

∂v
)
)
= 1

2
· 1
1+u2+v2

(
uv(−2u) + (1 + u2) · 2v

)
= v

1+u2+v2
,

联络形式矩阵为

(
ωuu ωuv

ωvu ωvv

)
, 其中


ωuu = Γuu;u du+ Γuu;v dv = u

1+u2+v2
du

ωuv = Γuv;u du+ Γuv;v dv = − u
1+u2+v2

dv
ωvu = Γvu;u du+ Γvu;v dv = − v

1+u2+v2
du

ωvv = Γvv;u du+ Γvv;v dv = v
1+u2+v2

dv

. ////
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命题 16.29. 设流形有 Riemann 度量, ∇ 是 Levi–Civita 联络. 若 {ei} 是 (局部) 正交标架场, 记
[ei, ej ] = ckijek 和 ∇ekej = Γijkei, 则 Γijk =

1
2
(−cijk − c

j
ki + ckij). (对于 2 维流形/曲面, Γijk = ckij.)

证明. 联络与度量相容等价于 Γjik + Γijk = 0, 无挠等价于 Γkji − Γkij = ckij . 用 Koszul 公式也可.

命题 16.30. 若联络与度量相容, 则正交标架场给出的联络形式矩阵 ω = (ωij) 反对称, 即 ωji = −ωij.

证明. 设 {ei} 是正交标架场, {f i} 是对偶的余标架场. 若 ∇ekej = Γijkei, 则 ωij = Γijkf
k.

习题 16.6. 考察单位球面 S2 ⊂ R3, 通过 R3 的标准内积诱导 Riemann 度量. 在非南北极处, 表
(x, y, z) = (cos(θ) cos(φ), cos(θ) sin(φ), sin(θ)), 则 ( ∂

∂θ
, 1

cos(θ)
∂
∂ϕ

) 是正交标架场, 借此计算 Levi–Civita
联络对应的协变微分 ∇ 以及两次协变微分 ∇2.

解. 对于 e1 = ∂
∂θ
和 e2 = 1

cos(θ)
∂
∂ϕ

, 有 [e1, e2] = sin(θ)
cos2(θ)

∂
∂ϕ

= tan(θ)e2. 记 ∇ekej = Γijkei, 直接
计算可得 Γ1

1k = Γ2
2k = Γ1

21 = Γ2
11 = 0, 以及 Γ1

22 = tan(θ) 和 Γ2
12 = − tan(θ). 令 f1 = dθ 和

f2 = cos(θ)dφ, 即 {f i} 是 {ei} 的对偶余标架场. 联络形式矩阵为 ω =

(
ω1
1 ω1

2

ω2
1 ω2

2

)
=

(
0 ω1

2

−ω1
2 0

)
,

其中 ω1
2 = Γ1

2kf
k = sin(θ)dφ. 进一步地, dω + ω ∧ ω =

(
0 1

−1 0

)
cos(θ)dθ ∧ dφ. 关于标架 (e1, e2),

我们有 ∇ = d + ω∧ 和 ∇2 = (dω + ω ∧ ω)∧. 具体地, 任取 α = αiei, 其中 αi 是微分形式, 则有
∇α = (dαi)ei + sin(θ)dφ ∧ (α2e1 − α1e2) 和 ∇2α = cos(θ)dθ ∧ dφ ∧ (α2e1 − α1e2). ////

17 平行移动和曲率 (2021 年 6 月 9 日 +11 日 +16 日)

定义 17.1 (平行移动). 设 ∇ 是向量丛 (E,M, π) 上的联络, s ∈ Γ(γ∗E) 是沿 γ : [t0, t1]→M 的截面.
若 ∇ ∂

∂γ
s ≡ 0, 则称 s 沿 γ 平行, 此时 Pγ : s(t0) ∈ Eγ(t0) 7→ s(t1) ∈ Eγ(t1) 称为沿 γ 的平行移动.

注 17.2 (和乐). 当 γ 取遍起点和终点均为 p 的曲线, Pγ 构成 p 点的和乐(变换)群 Holp(∇).

命题 17.3. 任取 s0 ∈ Eγ(t0), 存在唯一的沿 γ 平行的截面 s ∈ Γ(γ∗E), 使得 s(t0) = s0.

证明. 取 E 的标架 {ei},记 ∇ ∂
∂γ
ej = aijei. 表 s◦γ = yiei,则 s沿 γ 平行 ⇐⇒ dyi

dt +a
i
jy
j = 0 (∀i).

注 17.4. 平移算子 Pγ : Eγ(t0) → Eγ(t1) 是线性同构. 特别地, Holp(∇) ⊂ GL(Ep).

命题 17.5 (协变导数几何解释). 任取沿 γ 的截面 s, 有 ∇ ∂
∂γ |t0

s = d
dt

∣∣
t0
P−1γt

(s|γ(t)), 其中 γt = γ|[t0,t].

证明. 取 E 的沿 γ 平行的标架 {ei}. 表 s ◦ γ = yiei, 则 P−1γt
(s|γ(t)) = yi(t)P−1γt

(ei|γ(t)) = yi(t)ei|γ(t0).
另一方面, 由 ∇ ∂

∂γ
ei = 0 可得 ∇ ∂

∂γ |t0
s = dyi

dt

∣∣
t0
ei|γ(t0) +�������

yi(t0)∇ ∂
∂γ |t0

ei.

命题 17.6 (挠率的几何含义). 设 T 是仿射联络 ∇ 诱导的挠率. 取定图卡 (U, x) 和 p ∈ U , 对
ζ = ζi ∂

∂xi |p ∈ Tp 定义沿 ζ 的平移 Pζ = Pγζ , 其中 γζ : [0, 1]→ U 是满足 xi ◦ γζ(u) = xi(p) + ζiu (∀i)
的曲线. 考察关于 { ∂

∂xi } 的坐标, 有 (Ptη(sξ) + tη)− (sξ + Psξ(tη)) = stT (ξ, η) + o(st).

证明. 设 ξ = ξi ∂
∂xi |p 和 η = ηi ∂

∂xi |p, 则 T (ξ, η) = (ξkηj − ηkξj)Γij;k(p) ∂
∂xi |p, 其中 ∇ ∂

∂xk

∂
∂xj = Γij;k

∂
∂xi .

令 ξ̃(t) = Ptη(ξ) = Pγη|[0,t](ξ). 由 ∂
∂γη

= ηk ∂
∂xk 可知 ∇ ∂

∂γη

∂
∂xj = ηkΓij;k

∂
∂xi , 因此坐标 ξ̃i = 〈dxi, ξ̃〉 满足

dξ̃i
dt + ηkΓij;kξ̃

j = 0, 亦即 dξ̃i
dt = −ξ̃jηkΓij;k. 特别地, 〈dxi, Ptη(ξ)〉 = ξ̃i(t) = ξi − ξjηkΓij;k(p)t+ o(t). 同

理, 〈dxi, Psξ(η)〉 = ηi − ηjξkΓij;k(p)s+ o(s). 用 Ptη(sξ) = sPtη(ξ) 和 Psξ(tη) = tPsξ(η) 即证.
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定义 17.7 (Ehresmann 联络). 设 (E,M, π) 是向量丛. 任取 e ∈ E, 称 Ve = ker(π∗ : TeE → Tπ(e)M)

为 e 处的竖直子空间. 指定 He ⊂ TeE, 适合 TeE = He ⊕ Ve 和 Hce = (µc)∗(He) (∀c ∈ R), 其中
µc(e) = ce, 则 e 7→ He 称为一个线性 Ehresmann 联络, 其中 He 称为 e 处的水平子空间.

注 17.8. 利用 TeE ∼= Tπ(e)M ⊕Eπ(e) 可知 Ve ∼= Eπ(e), 而 He 与 Tπ(e)M 的偏离体现空间的弯曲. 按照
分解 TeE = He ⊕ Ve, 任意 TeE 里的向量可以唯一确定其竖直分量, 这个映射记为 ν : TeE → Eπ(e).

命题 17.9. 在向量丛 (E,M, π) 上,
• 若 ∇ 是联络, 则有 Ehresmann 联络 He = s∗(TpM), 其中 s ∈ Γ(E) 满足 s(p) = e 和 ∇s ≡ 0;
• 若 ν : TE → π∗E 是竖直分量投影, 则 ∇s = ν ◦ s∗ : TM → E 定义了 s ∈ Γ(E) 的协变微分.

定义 17.10 (测地线). 设 ∇ 是 M 上的仿射联络, γ 是光滑曲线. 若 ∇ ∂
∂γ

∂
∂γ
≡ 0, 则称 γ 是测地线.

命题 17.11. 任取 p ∈M 和 v ∈ TpM , 存在唯一的测地线 γ 使得 γ(0) = p 且 γ′(0) = v.

证明. 取 M 的光滑图卡 (U, x) 覆盖 p. 记 ∇ ∂

∂xk

∂
∂xj = Γij;k

∂
∂xi , 则 γ 是测地线当且仅当 γi = xi ◦ γ 满

足测地线方程 d2γi

dt2 + Γij;k
dγj

dt
dγk

dt = 0 (∀i). 引入 yi = dγi

dt , 则测地线方程化为 dyi
dt = −Γij;kyjyk.

命题 17.12. 在 Riemann 流形 (M, g) 上赋予 Levi–Civita 联络. 若 ξ 和 η 是沿 γ 平行的切向量场,
则 ∂

∂γ
g(ξ, η) ≡ 0; 这说明平移是等距, 保持向量的长度和夹角.

推论 17.13. 在 Riemann流形 (M, g)上赋予 Levi–Civita联络, 则测地线 γ 的速率 | ∂
∂γ
| =

√
g( ∂

∂γ
, ∂
∂γ
)

是常值. 不失一般性地, 可以借助线性函数让测地线以弧长为参数.

定理 17.14. 测地线是长度泛函 L(γ) =
∫
|γ′(t)| dt 的临界点.

(http://staff.ustc.edu.cn/~wangzuoq/Courses/16S-RiemGeom/Notes/Lec11.pdf)

命题 17.15 (距离). 设 M 是连通的 Riemann 流形. 任取 p, q ∈ M , 定义 d(p, q) = infL(γ), 其中 γ

取遍连接 p 和 q 的曲线, 则 d 是 M 上的度量.

定义 17.16 (指数映射). exp : v ∈ TpM 7→ γ(1) ∈M , 其中 γ 是测地线, 满足 γ(0) = p 和 γ′(0) = v.

注 17.17. 指数映射 exp 也称为展开映射. 测地线的定义域有可能不包含 1.

命题 17.18. 指数映射 exp 光滑.

定理 17.19 (Hopf–Rinow). 设 M 是连通的 Riemann 流形, 配备 Levi–Civita 联络. 以下性质等价:
• M 是完备度量空间: Cauchy 列均收敛
• M 是测地完备的: 测地线均可定义在 R 上
• 展开映射 exp 在 TpM 上处处有定义

此时 M 的任意两点之间存在一条最短测地线.
(http://staff.ustc.edu.cn/~wangzuoq/Courses/16S-RiemGeom/Notes/Lec15.pdf)

注 17.20. 不能推广到伪 Riemann 流形, 反例为Clifton–Pohl 环.

习题 17.1. 我们来探究 Gauss–Bonnet 定理的最基本情形. 设 γ : [0, 1] → S2 是单位球面上的分段
光滑简单闭曲线, 即存在 0 = t0 < t1 < · · · < tK = 1 使得每个 γ|[tk−1,tk] 都是光滑嵌入, γ|[0,1) 是单
射, 并且 γ(1) = γ(0). 由 Schönflies 定理可知, S2 \ γ([0, 1]) 恰有两个连通分支 U1 和 U2, 并且它们
均同胚于圆盘. 对于 X ∈ Tγ(0)S2, 沿 γ 平移可以得到 X(t) ∈ Tγ(t)S2. 证明 U1 和 U2 的面积分别为
2π ± ∡(X(0), X(1)), 其中 ∡(X(0), X(1)) 是 Tγ(0)S

2 里 X(0) 到 X(1) 的转角.
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证明. 我们沿用习题16.6的设定. 由于平移是等距, 不妨设 X(t) = cos(ψ(t))e1|γ(t)+ sin(ψ(t))e2|γ(t). 记
∂
∂γ

= vkek, 则 ∇ ∂
∂γ
X = d cos(ψ)

dt e1 + cos(ψ)vkΓi1kei +
d sin(ψ)

dt e2 + sin(ψ)vkΓi2kei

= −ψ′ sin(ψ)e1 − cos(ψ)v2 tan(θ)e2 + ψ′ cos(ψ)e2 + sin(ψ)v2 tan(θ)e1
= (v2 tan(θ)− ψ′)(sin(ψ)e1 − cos(ψ)e2)

为零, 即得 ψ′(t) = (v2 tan(θ))|γ(t). 注意 ∂
∂γ

= d(θ◦γ)
dt

∂
∂θ

+ d(ϕ◦γ)
dt

∂
∂ϕ

, 所以 v2 = 〈f2, ∂
∂γ
〉 = cos(θ)d(ϕ◦γ)

dt .
综上, ∡(X(0), X(1)) =

∫ 1

0
ψ′(t) dt =

∫ 1

0
γ∗(sin(θ)dφ). 根据 Stokes 定理, 这个沿 γ = ∂Ui 的曲线积分

几乎就是 d(sin(θ)dφ) = cos(θ)dθ ∧ dφ = f1 ∧ f2 在 Ui 上的积分, 其中正负号取决于定向, 2π 出现是
因为南北极处需要调整图卡以避免奇点. ■

习题 17.2. 考虑双叶双曲面的一个连通分支 H2
+ = {(x, y, z) : x2 + y2 − z2 + 1 = 0, z > 0}, 拉回 R3

上的伪 Riemann 度量 g̃ = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy − dz ⊗ dz 可以得到 H2
+ 上的一个 Riemann 度量 g.

(a) 证明 g 确实是正定的.
(b) 给 (H2

+, g) 赋予 Levi–Civita 联络. 计算所有 Christoffel 符号 (联络系数).
(c) 证明 H2

+ 上的每条经过 (0, 0, 1) 的测地线都是包含 z 轴的平面与 H2
+ 的交线.

(d) 令 γs(t) = (s cos(2πt), s sin(2πt),
√
1 + s2), t ∈ [0, 1]. 对于和乐 fs = Pγs , 计算其首项. 换言

之, 求正数 k 和矩阵 A, 使得 fs = Id+skA+ o(sk).

解. (a) 利用“球极投影”可以得到图卡 (x, y, z) ∈ H2
+ 7→ (u, v) = ( x

1+z
, y
1+z

) ∈ D2, 其逆映射为

(x, y, z) = 1
1−u2−v2 (2u, 2v, 1 + u2 + v2). 此时

 ∂
∂u

= 2
(1−u2−v2)2 (1 + u2 − v2, 2uv, 2u)

∂
∂v

= 2
(1−u2−v2)2 (2uv, 1− u

2 + v2, 2v)
构成标架, 相

应的 Riemann 度量为
(
guu guv

gvu gvv

)
=

4

(1− u2 − v2)2

(
1 0

0 1

)
, 确实正定. (Poincaré 圆盘)

(b) 矩阵求逆得到
(
guu guv

gvu gvv

)
=

(1− u2 − v2)2

4

(
1 0

0 1

)
. 经计算,

Γuu;u = 1
2

(
guu(2∂guu

∂u
− ∂guu

∂u
) + guv(2∂guv

∂u
− ∂guu

∂v
)
)
= 2u

1−u2−v2 ,
Γuu;v = Γuv;u = 1

2

(
guu(∂guu

∂v
+ ∂gvu

∂u
− ∂guv

∂u
) + guv(∂guv

∂v
+ ∂gvv

∂u
− ∂guv

∂v
)
)
= 2v

1−u2−v2 ,
Γuv;v =

1
2

(
guu(2∂gvu

∂v
− ∂gvv

∂u
) + guv(2∂gvv

∂v
− ∂gvv

∂v
)
)
= − 2u

1−u2−v2 ,
Γvu;u = 1

2

(
gvu(2∂guu

∂u
− ∂guu

∂u
) + gvv(2∂guv

∂u
− ∂guu

∂v
)
)
= − 2v

1−u2−v2 ,
Γvu;v = Γvv;u = 1

2

(
gvu(∂guu

∂v
+ ∂gvu

∂u
− ∂guv

∂u
) + gvv(∂guv

∂v
+ ∂gvv

∂u
− ∂guv

∂v
)
)
= 2u

1−u2−v2 ,
Γvv;v =

1
2

(
gvu(2∂gvu

∂v
− ∂gvv

∂u
) + gvv(2∂gvv

∂v
− ∂gvv

∂v
)
)
= 2v

1−u2−v2 .
(c) 在 D2 中, 任取点 p = (a, 0), 其中 a ∈ (0, 1). 设曲线 γ(t) = (u(t), v(t)) 连接 02 和 p. 易见

|γ′(t)| = 2
√
u′(t)2+v′(t)2

1−u(t)2−v(t)2 ≥
2u′(t)

1−u(t)2 , 故 L(γ) =
∫
|γ′(t)| dt ≥

∫ p
02

2 du
1−u2 = (log 1+u

1−u)
∣∣a
0
= log 1+a

1−a , 并且等号
成立条件为 v(t) ≡ 0, 这必定是测地线满足的性质. (事实上, 解测地线方程可以得到 t 7→ ( et−1

et+1
, 0) 实

现最小长度.) 利用 (D2, g) 的旋转对称性, 任一经过 02 的测地线都是包含 z 轴的平面与 D2 的交线.
通过坐标映射拉回到 H2

+, 即证所欲. 参看陈维桓《黎曼几何引论》第三章例 1.3.
(d)注意 γs(t)在D2中的坐标为 (us(t), vs(t)) =

s
1+
√
1+s2

(cos(2πt), sin(2πt)),满足 us(t)
2+vs(t)

2 =
s2

2+2
√
1+s2+s2

. 我们有 γ′s(t) = 2π(−vs(t) ∂∂u + us(t)
∂
∂v
)|γs(t), 进而

∇γ′s(t)
∂
∂u

= 2π
(
− vs(t)(Γuu;u ∂

∂u
+ Γvu;u

∂
∂v
) + us(t)(Γ

u
u;v

∂
∂u

+ Γvu;v
∂
∂v
)
)∣∣
γs(t)

= 2πs2

1+
√
1+s2

∂
∂v
|γs(t),

∇γ′s(t)
∂
∂v

= 2π
(
− vs(t)(Γuv;u ∂

∂u
+ Γvv;u

∂
∂v
) + us(t)(Γ

u
v;v

∂
∂u

+ Γvv;v
∂
∂v
)
)∣∣
γs(t)

= − 2πs2

1+
√
1+s2

∂
∂u
|γs(t).

设 ξ(t) = ϕ(t) ∂
∂u
|γs(t) + ψ(t) ∂

∂v
|γs(t) 沿 γs 平行, 则

0 ≡ ∇γ′s(t)ξ =
(
ϕ′(t)− 2πs2

1+
√
1+s2

ψ(t)
)
∂
∂u
|γs(t) +

(
ψ′(t) + 2πs2

1+
√
1+s2

ϕ(t)
)
∂
∂v
|γs(t),
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解得 ϕ(t) = r sin( 2πs2

1+
√
1+s2

t+ θ) 和 ψ(t) = r cos( 2πs2

1+
√
1+s2

t+ θ), 其中 r 和 θ 是初值确定的参数. 由此,ϕ(1) = r sin(θ) cos( 2πs2

1+
√
1+s2

) + r cos(θ) sin( 2πs2

1+
√
1+s2

) = ϕ(0) + ψ(0)πs2 + o(s2)

ψ(1) = r cos(θ) cos( 2πs2

1+
√
1+s2

)− r sin(θ) sin( 2πs2

1+
√
1+s2

) = ψ(0)− ϕ(0)πs2 + o(s2)
. ////

习题 17.3. 对于截面值 1-形式 α 以及切向量场 ξ 和 η, 利用7.8推导 〈∇α, ξ, η〉 的计算公式.

解. 设 {ei} 是标架, 相应的联络形式为 ωij . 表 α = αiei, 则 ∇α = (dαi + ωij ∧ αj)ei, 进而 〈∇α, ξ, η〉 =
(∂ξ〈αi, η〉 − ∂η〈αi, ξ〉 − 〈αi, [ξ, η]〉+ 〈ωij , ξ〉〈αj , η〉 − 〈ωij , η〉〈αj , ξ〉)ei = ∇ξ〈α, η〉 −∇η〈α, ξ〉 − 〈α, [ξ, η]〉.
对于截面值 k-形式, Cartan 公式也有类似的推广 (只需将外微分 d 改为协变微分 ∇). ////

注. 考虑 α = ∇s, 其中 s 是截面, 则有 〈∇2s, ξ, η〉 = ∇ξ∇ηs−∇η∇ξs−∇[ξ,η]s.

定义 17.21 (曲率). 在向量丛 (E,M, π) 上, 联络 ∇ 诱导的曲率定义为 R(ξ, η) = [∇ξ,∇η] − ∇[ξ,η] ∈
End(Γ(E)), 其中 ξ 和 η 是 M 上的切向量场.

命题 17.22. R(ξ, η)s = 〈∇2s, ξ, η〉, 其中 s 是截面, ξ 和 η 是切向量场.

定义 17.23 (曲率形式). 取定 (局部) 标架 {ei}, 通过 R(ξ, η)ej = 〈Ωij , ξ, η〉ei 定义 2-形式 Ωij .
称 Ωij 为曲率形式, Ω = (Ωij) 为曲率矩阵.

注 17.24 (第二 Cartan结构方程). Ωij = dωij+ωik∧ωkj ,简记为 Ω = dω+ω∧ω. (第一结构方程见18.2.)

命题 17.25 (第二 Bianchi 恒等式). dΩij + ωik ∧ Ωkj = Ωik ∧ ωkj , 简记为 dΩ+ ω ∧ Ω = Ω ∧ ω.

证明. 对 Ωijei = ∇(ωijei) 继续求协变微分.

定义 17.26 (曲率系数). 在图卡 (U, x) 里, 令 Rij;k,ℓ = 〈Ωij , ∂
∂xk ,

∂
∂xℓ 〉, 称为曲率系数.

注 17.27. 记 ∇ ∂

∂xk
ej = Γij;kei, 即 Γij;k = 〈ωij , ∂

∂xk 〉, 则 Rij;k,ℓ =
∂Γi

j;ℓ

∂xk −
∂Γi

j;k

∂xℓ + Γim;kΓ
m
j;ℓ − Γim;ℓΓ

m
j;k.

命题 17.28 (曲率的几何含义). 设 E 是 M 上的向量丛, f : R2 → M 是光滑映射. 记 f(0, 0) = p,
f∗(∂1|0) = ξ, f∗(∂2|0) = η. 定义 Pt1,t2 = Pγt1,t2

∈ Holp(∇), 其中 γt1,t2 由下述 “矩形的边” 连接而成:
1⃝ γ→ : τ ∈ [0, t1] 7→ f(τ, 0) ∈M ; 2⃝ γ↑ : τ ∈ [0, t2] 7→ f(t1, τ) ∈M ; 3⃝ γ← : τ ∈ [0, t1] 7→ f(t1−τ, t2) ∈
M ; 4⃝ γ↓ : τ ∈ [0, t2] 7→ f(0, t2 − τ) ∈M . 任取 e ∈ Ep, 有 Pt1,t2e = e− t1t2R(ξ, η)e+ o(t1t2).

证明. 令 s|(t1,t2) = Pγ↑Pγ→e,将 (t1, t2)视为变量,即得截面 s ∈ Γ(f∗E). 易见 ∇∂2s ≡ 0和 [∂1, ∂2] ≡ 0,
因而 R(∂1, ∂2)s = (∇∂1∇∂2 − ∇∂2∇∂1 − ∇[∂1,∂2])s = −∇∂2∇∂1s. 利用协变导数的几何解释, 则有
R(ξ, η)e = R(∂1, ∂2)s|02 = −(∇∂2∇∂1s)|02 = − d

dt2
∣∣
0
Pγ↓
(
∇∂1|(0,t2)

s
)
= − lim

t2→0

1
t2
Pγ↓
(
∇∂1|(0,t2)

s
)
, 其中用

到 ∇∂1|02 s = 0. 而 ∇∂1|(0,t2)
s = ∂

∂t1

∣∣
(0,t2)

Pγ←(s|(t1,t2)), 故 R(ξ, η)e = − lim
t1,t2→0

1
t1t2

(
Pt1,t2e− e

)
.

定义 17.29 (Ricci 曲率和标量曲率). 设 (M, g) 是 Riemann 流形, R 是 Levi–Civita 联络诱导的曲率.
任意取定正交标架场 {ei}. 称 Ric(u) =

∑
iR(u, ei)ei 和 Ric(u, v) = g(Ric(u), v) 为 Ricci 曲率, 其中

u 和 v 是切向量. 称 S =
∑

i Ric(ei, ei) 为标量曲率.

命题 17.30. 若联络与度量相容, 则正交标架场给出的曲率形式矩阵 Ω = (Ωij) 反对称, 即 Ωji = −Ωij.

证明. 对第二 Cartan 结构方程应用命题16.30.
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18 仿射联络拾遗 (2021 年 6 月 16 日)

在配备仿射联络 ∇的流形上,取 (局部)标架场 {ei},其对偶余标架场记为 {θi}. 设 [ei, ej ] = ckijek

和 ∇ekej = Γijkei. 我们有 dθk = −
∑

i<j c
k
ijθ

i ∧ θj 和 ∇ej = ωijei, 其中 ωij = Γijkθ
k 是联络形式.

设 T 和 R 分别是 ∇ 诱导的挠率和曲率, Ωij 是曲率形式, 即 R(ξ, η)ej = Ωij(ξ, η)ei.

定义 18.1 (挠率形式). 通过 T (ξ, η) = τ i(ξ, η)ei 定义 τ i ∈ Ω2, 称为挠率形式.

命题 18.2 (第一 Cartan结构方程). τ i = dθi+ωij∧θj, 简记为 τ = dθ+ω∧θ. (第二结构方程见17.24.)

证明. 任取 k < `. 直接计算可得 〈τ i, ek, eℓ〉 = θi(∇ekeℓ − ∇eℓek − [ek, eℓ]) = 〈ωiℓ, ek〉 − 〈ωik, eℓ〉 − cikℓ,
其中 〈ωiℓ, ek〉− 〈ωik, eℓ〉 = 〈ωij , ek〉δ

j
ℓ −〈ωij , eℓ〉δ

j
k = 〈ωij , ek〉〈θj , eℓ〉− 〈ωij , eℓ〉〈θj , ek〉 = 〈ωij ∧ θj , ek, eℓ〉, 而

−cikℓ = −
∑

λ<µ c
i
λµδ

λ
kδ

µ
ℓ = −

∑
λ<µ c

i
λµ〈θλ ∧ θµ, ek, eℓ〉 = 〈dθi, ek, eℓ〉.

命题 18.3 (第一 Bianchi 恒等式). dτ i + ωij ∧ τ j = Ωij ∧ θj, 简记为 dτ + ω ∧ τ = Ω ∧ θ.

证明. 对 τ iei = ∇(θiei) 继续求协变微分.

推论 18.4. 若 ∇ 无挠, 则 R(ξ, η)ζ +R(η, ζ)ξ +R(ζ, ξ)η = 0, 其中 ξ, η, ζ 是任意切向量场.

证明. R(ξ, η)ζ = Ωij(ξ, η)θ
j(ζ)ei.

The End K

© T.-Y. Li (kellty@pku.edu.cn)
38

2021 春



微分流形

A 期末试题 (2021 年 6 月 30 日)

题 1 (10’). 叙述切向量场版本和余切向量场版本的 Frobenius 定理.

题 2 (15’). 设 ξ 和 η 是光滑切向量场, 分别生成单参数变换群 {Ft} 和 {Gt}. 证明 Ft ◦Gt ≡ Gt ◦ Ft
当且仅当 [ξ, η] ≡ 0.

题 3 (10’). 设 (M, g) 是 Riemann 流形, f 是 M 上的光滑函数. 考虑梯度 grad(f) = gij ∂f
∂xi

∂
∂xj . 当

grad(f) 非零时, 证明 grad(f) 指向 f 增加得最快的方向. 换言之, 记 ξ = grad(f)/|grad(f)|, 则对任意
长度为 1 的切向量 η 成立 〈df, ξ〉 ≥ 〈df, η〉.

题 4 (20’). 对于 Heisenberg 群 H3,
(1) 求其 Lie 代数 h3; (2) 写出伴随表示 Ad 的矩阵表示; (3) 求 h3-值 Maurer–Cartan 形式.

题 5 (15’). 设 (M, g) 是 Riemann 流形, ξ 是 M 上的切向量场, D 是 M 的正则积分区域. 证明∫
∂D
g(ξ, ~n)σ =

∫
D
Lξω, 其中 ~n 是 ∂D 的单位外法向量, σ 是 ∂D 的体积形式, ω 是 M 的体积形式.

题 6 (15’). 在 S2 上通过 R3 的标准内积诱导 Riemann 度量. 求 Levi–Civita 联络的联络形式矩阵.

题 7 (15’). 设 {ξi} 是标架场, {θi} 是其对偶的余标架场. 对于仿射联络 ∇, 记 ∇ξkξj = Γijkξi, 则联络
形式为 ωij = Γijkθ

k.
(1) 证明 (dθi + ωij ∧ θj)ξi 是挠率张量.
(2) 证明 (dωij + ωik ∧ ωkj )E

j
i 是曲率张量, 其中 Ej

i : a
kξk 7→ ajξi.
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